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阅读说明

本书面向熟悉基础机器学习、希望系统理解隐状态推理与循环 Transformer 的读者。两条
路线围绕同一问题展开：模型怎样增加有效的内部计算？它们在状态所在位置、参数共享方式、
监督来源与预算分配上并不相同。Coconut 的连续状态反馈与循环深度语言模型提供了两个具
体入口 [9, 12]。

阅读时请区分三种陈述：论文在给定条件下报告的结果、对机制的解释，以及本书提出的综
合判断与研究设想。概念图辅助解释机制，不表示未经核验的实验数据。引用年份按所列来源版
本记录；预印本与正式发表版本可能不同。成本比较分别讨论参数量、计算量、串行步骤、缓存、
延迟与训练代价。

本书的来源、科学审读与版本记录见随附研究目录；逐页视觉验收状态以对应 PDF 哈希的验收
记录为准。本书是中文内部研究读本，检索截止为 2026 年 9 月 19 日，不宣称穷尽该领域或经
过出版同行评审。建议依次阅读第 1 至 4 章的问题与连续反馈、第 5 至 8 章的循环机制与停机、
第 9至 12章的理论、成本与研究设计。术语速查位于书末；版本与全文路径见随书的来源映射。
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第一章 阅读入口：推理发生在哪里？

1.1 从一个看似简单的问题开始

一位同学拿到这样一道题：仓库有三箱零件，每箱十二个，检验后发现四个不能用，还剩多
少个？他可以写出“先算总数，再减去坏件”，也可以只报出三十二。对旁观者而言，前者提供
了中间步骤，后者没有；但输出的长短不足以判断两人究竟做了多少计算。语言模型也有类似问
题。直接给出答案，不意味着没有处理问题；输出一长段解释，也不意味着每句话都承担了必要
且正确的推导。

这个教学例子不是实验。它用于分开本书最关心的三个对象：问题要求的计算、模型实际执
行的计算，以及最后展示的文字。三者可能重合，也可能相差很远。讨论“隐状态推理”时，如
果只盯着第三个对象，很容易把隐藏文字当作连续计算，把答案简短当作成本降低，把内部表示
可被读出当作算法已经被证明。

早期的思维链提示研究提供了一个有力入口：在提示样例中加入中间步骤，能够改变足够
大语言模型在若干算术、常识和符号任务上的表现；这些模型在该研究中没有为实验重新微调。
但原论文也明确指出，可读的步骤并没有完整刻画支撑答案的神经计算，正确的答案与正确的
推理路径也不能互相保证 [22, 第 2、3、6 节]。因此，本书从思维链出发，却不预先把自然语言
规定为推理的唯一载体。

1.2 先沿计算图追踪，再给方法命名

设输入问题为 x，模型输出答案为 y，中间生成的文字为 z1, . . . , zT。一种显式思维链计算
可以抽象为

pθ(y, z1:T | x) =

[
T∏
t=1

pθ(zt | x, z<t)

]
pθ(y | x, z1:T ). (1.1)

这里 θ 是模型参数，z<t 表示已经生成的中间文字，最后一项为答案序列的条件概率。关键不只
是存在中间文字，而是这些文字重新进入后续条件：模型可以用自己刚写下来的结果继续计算。
若答案本身包含多个词元，最后一项仍按通常的自回归方式展开。

隐式方法可能改变这条链上的不同接口。逐步内化方法在训练过程中缩短 z，最终让模型直
接生成 y，没有因此自动获得一个可在测试时任意延长的内部循环 [8, 第 3 节]。Coconut 则保留
逐步推进的机制，却将最后隐状态直接送作下一位置的输入向量，跳过中间的词汇解码 [12, 第
3 节]。这两者都可以不展示完整语言思维链，但计算结构已经不同。

另一路方法把循环放在一次词元预测内部。循环深度语言模型先编码输入，再反复应用一
个共享模块，最后读出词汇概率。用本书的简化记号写为

e = P (x), sk+1 = Fθ(e, sk), p(y1 | x) = softmax(C(sK)) . (1.2)
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第一章 阅读入口：推理发生在哪里？

图 1.1: 三条计算路径的概念示意：显式思维链经词汇接口反馈，连续链直接反馈向量，循环深度重复共
享内部模块。历史缓存与每轮输入注入省略；图中步数不代表等量成本。

来源与边界：概念性教学图；依据 [9, 12, 22] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

P 是输入编码部分，sk 是第 k 轮状态，Fθ 是共享循环模块，C 是输出读出，K 是本次使用的
循环次数。状态可覆盖当前序列的多个位置，而不只是一个向量。该式依据 recurrent-depth 的
prelude/core/coda 结构改写，保留每轮重新注入输入的特点；不是所有循环模型都必须采用同
样的初始化和模块划分 [9, 第 3.1 节及图 2]。

三条路线可以画在同一张计算路径图中：上方是“状态到词元，再到嵌入”的反馈，中间是
直接的连续向量反馈，下方是在固定序列位置上反复执行共享模块。请把图中的箭头理解为数
据依赖，不要把箭头数量直接读成运行时间。已有概念图若用于这里，应保留这三个接口的不同
位置。

1.3 两条坐标轴，比单一分类树更有用

本书采用两个独立问题来定位方法。第一，状态在哪里、下一步能读到什么？候选答案包括
已经生成的词元、连续位置表示、层间激活，以及循环模块携带的状态。第二，计算预算怎样决
定？它可能固定于模型结构，固定为若干隐状态步，也可能由输入相关的停机规则决定，或者在
测试时由外部调节。

这张表有意没有给出一个“是否推理”的二元标签。所有神经语言模型都有隐状态，因而
“使用隐状态”本身不能定义一个有区分力的新类别。本书所说的隐状态推理，主要指围绕中间
表示的计算载体、训练监督或推理预算作出明确设计，使原本可能以文字表达的计算可以部分
发生在内部。这个工作定义服务于比较，不宣称解决了“什么算推理”的哲学问题。
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第一章 阅读入口：推理发生在哪里？

表 1.1: 用于阅读的机制坐标。表中描述是指定代表方法的设计，不是互斥的领域定义。

代表设计 中间载体 主要增加的计算位置 应单独核对的条件

显式思维链 词汇中的离散词元 自回归序列 提示、训练及生成长度

暂停位置 固定特殊词元的激活 输入序列中的额外位置 是否在训练中学会利用

逐步内化 普通前向中的隐状态 训练过程重塑既有计算 不等于新增测试时循环

连续反馈 下一位置的连续输入 依赖前一步输出的状态链 梯度、缓存及步数安排

共享深度循环 循环核心的激活 同一模块的重复应用 输入注入、深度分布、停
止

来源与边界：分别依据 Deng et al. [8], Geiping et al. [9], Goyal et al. [10], Hao et al. [12], Wei et al. [22]的方法部
分综合。

同理，“latent”也不一定意味着向量连续、过程不可读或计算便宜。Quiet-STaR在观察到的
文本位置后生成不直接展示的 rationale，但这些 rationale 仍是从词汇中采样出的离散词元 [26,
第 4 节]。把显示界面关掉，不会改变词汇采样这条计算边。判断方法类别时，最可靠的起点是
其前向过程和训练目标，而不是论文标题。

双栏机制图的两栏同一行没有一一对应关系。图表达“一个方法可以同时有多个属性”。例
如，连续表示既可能来自固定位置的助手模型，也可能来自自回归反馈；深度循环既可采用固定
预算，也可结合停机机制。图中不宜把方法排成从低级到高级的阶梯，更不能让读者误以为较晚
发表的方法必然覆盖较早方法的能力。

1.4 “多算”与“有效”之间缺少哪几步？

回到仓库题。如果模型第一轮编码了箱数，第二轮形成总数，第三轮执行扣除，这听起来很
像一个迭代算法。但我们实际上还不知道各轮是否承担了这些功能。仅仅观察到准确率随着步
数增加而提高，最多支持“这组模型在这些条件下能够利用更多计算”；它尚未告诉我们中间状
态表示了什么，更未说明测试分布之外仍能按同一规则执行。

这里至少有三层证据。性能证据比较答案，机制证据考察状态与行为之间的关系，算法或理
论证据进一步限定可表达的过程及其资源条件。三者有关联，却不能互相替代。读出器从一个状
态中恢复出“三十六”，说明这个读出器能利用该状态中的信息；只有更进一步的干预和反事实
实验，才有望判断这部分信息是否用于后续扣除。第十一章将专门讨论这种区别。

成本也必须沿实际图核算。参数共享减少了需要存储的一组不同权重，不会让重复执行的
乘法自动消失；没有自然语言中间输出，仍可能有多个串行前向过程；从六十个词元缩短为六个
连续位置，可能缩短推理，却同时增加训练时反向传播的依赖长度。Coconut 的方法部分明确讨
论了连续位置逐个计算对训练并行性的限制 [12, 第 3 节]。因此，任何“有效”的结论都应同时
说明所测任务、所用预算和对照条件。

1.5 怎样把一个模糊比较变成可回答的问题

假设有人提出：“模型甲只输出答案，模型乙会写过程，所以甲更有效率。”我们首先需要知
道甲在答案前是否执行连续反馈，乙的中间文字有多长，两者使用什么模型和硬件。接着还要确
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第一章 阅读入口：推理发生在哪里？

图 1.2: 两个独立问题：中间信息保存在哪里，计算次数由什么决定。同一载体可以搭配不同预算策略。
来源与边界：概念性教学图；依据 [8, 9, 12] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

认是否比较同一组题目、同一答案判定规则，以及甲是否为了直接回答而接受了额外蒸馏。这些
信息一旦缺失，表面简洁的结论就混合了不同成本。

一个更明确的比较可以从固定模型开始：保留同一问题与输出判定，分别记录内部步骤、输
出词元、延迟和准确率，再说明训练是否一致。这仍不是所有研究都必须采用的唯一实验设计。
若研究问题是参数共享是否节省存储，控制条件应围绕参数与计算展开；若问题是部署时怎样
分配预算，就应比较相同延迟约束下能够达到的答案质量。实验设计服务于问题，而不是预先规
定某一方法获胜。

同样重要的是记录失败。如果增加循环只改善简单题，却使长问题更差，那么“平均更好”
不应遮住适用范围的收缩。如果读取中间结果只在最后回答正确的样本上进行，就需要另报失
败样本的机制表现。把这些问题提前带入阅读，有助于在后续章节区分方法的承诺、实验真正测
到的东西，以及仍需要检验的空白。

1.6 带着问题阅读全书

本书的前四章讨论内部计算如何从显式轨迹中形成。第二章先分开文字的内容、位置和反
馈作用；第三章讨论教师表示、训练课程和终端对齐怎样提供学习信号；第四章进一步区分连续
推进、轨迹压缩与多路径探索。接着，第五章到第八章转向共享模块为什么可能支持迭代、怎样
扩展到语言模型，以及什么时候应停止。

最后四章把两条路线放回同一套证据要求中：理论说明什么，成本应该怎样比较，机制解释
如何被检验，以及哪些研究问题值得继续推进。这个顺序不是论文影响关系的年表。一个早期问
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第一章 阅读入口：推理发生在哪里？

图 1.3: 阅读从载体和学习信号出发，经连续链与循环深度两路汇合，最后接受成本、泛化与机制检验。
来源与边界：概念性教学图；依据 [9, 12, 22] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

题可能在较晚的方法中仍未解决，一项后来的实验也可能要求我们重新理解较早的解释。

读者可以从一个具体任务带着三条记录阅读：模型在何处保留中间结果，训练怎样让它学
会更新，评价怎样证明多算值得。比如关注部署延迟，可优先串联第三章、第八章和第十章；关
注算法泛化，则应把第五章与第九章、第十一章一起读。无论选择哪条路线，都应保留对原文实
验条件的追踪。方法名字是入口，真正需要带走的是可以比较、可以质疑，也可以重新实验的具
体问题。
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第二章 从显式轨迹到内部计算

2.1 文字同时承担了几件事？

让模型“把过程写出来”看似只是改变回答格式，实际上同时改变了监督、记忆和计算。以
本书构造的两跳规则题为例：已知“物件甲属于类乙”“类乙属于类丙”，询问甲是否属于丙。模
型可以先写出“甲属于乙”，再把这句话与第二条规则结合。已经写出的结果既是人可读的解释，
也是后续预测能够重新访问的上下文。若训练数据还标注了每一步，文字又承担了学习目标。

这三种作用不能由一次准确率提升全部识别。显式思维链的优势可能来自更好的任务分解
示范，也可能来自新增的自回归计算机会，或二者共同作用。原始 CoT 提示研究通过方程提示、
无语义的额外输出及“先给答案再解释”等消融尝试分辨这些因素；结果依赖于任务与模型条
件，不能简化为“只要多生成词元就有效”[22, 第 3.3 节]。

也应区分 prompting 与训练。给一个已训练模型补充带推理的示例，是改变当前条件上下
文；用大量带步骤数据优化权重，是改变模型本身。二者都能让模型生成轨迹，却对应不同的数
据费用和泛化问题。在理解后面的隐式训练方法时，若把提示实验中的发现直接当成小模型经
过蒸馏后的能力界限，比较就已经失去共同起点。

2.2 计算图中，新增位置不等于新增反馈轮次

设一个 Transformer 有 L 层，当前输入有 N 个位置。对于一个已给定的输入序列，各层可
以在满足注意力掩码的条件下批量计算所有位置。即使采用因果掩码，第 ℓ 层某位置读取的也
是上一层对应位置及其允许访问的前缀表示。若再附加 M 个已知特殊词元，并不需要等待模型
先预测第一个特殊词元，才能知道第二个应是什么。

这与自回归生成 M 个中间词元不同。后者第 t+ 1 步的输入内容依赖第 t 步的输出；不仅
在序列上增加位置，也把多次整网前向串联起来。把一个前向中的层数记为 L，可以用 L 与约
ML 的串行算子组合来理解区别，但这只是计算图层面的示意，不是硬件延迟公式。批处理、缓
存和内核调度会改变实际时间 [10, 第 6 节]。

图中应把两种箭头分开：层间箭头从第 ℓ− 1 层到第 ℓ 层，反馈箭头则从一次前向的末端回
到下一次前向的输入。额外的空位置可以扩大可用的中间工作空间，却不会仅凭位置数量自动
获得后一种依赖。这也是为什么“隐状态步数”在不同论文中不能直接相加、比较或换算。

暂停词元提供了一个干净的观察窗口。Pause-training 在预训练文本的随机位置插入可学习
的特殊词元，不要求模型预测这些暂停词元本身；在下游微调与推理中，则在输入后附加固定数
量的暂停位置，再读取目标答案。模型可以学习利用这些位置产生更合用的中间表示，而不必在
其上写出词汇意义明确的理由 [10, 第 3 节]。

但“没有新信息”不等于“没有新计算”。把一张纸上的已知数字抄到草稿区，不会增加题
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图 2.1: 左侧暂停位置在一次前向前已知；右侧每一整组蓝色堆叠表示一次完整模型前向，新词元决定下
一次输入。层内注意力与输入嵌入细节省略；图不比较实际时间。

来源与边界：概念性教学图；依据 [5, 10] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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目事实，却可能让后续操作更容易组织。暂停位置可以作为这个直觉的类比；不能进一步把草稿
区中的内容指定成乘法、搜索或符号缓存，因为论文的主要实验并没有逐一确证这些内部机制。
原文自身也把“增加计算宽度”作为解释假说，而非完整的机制定理。

还应分开训练时已知的轨迹与推理时待生成的轨迹。监督训练拿到完整正确序列时，可以把
所有词元一次送入模型，通过因果掩码同时学习多个下一词元目标；这通常称为 teacher forcing。
模型看到的历史词元来自数据，而不是它本轮自己预测的结果。真正生成时，后续输入却必须等
待前一步选择。Coconut方法部分对连续状态训练的讨论正好凸显这个差异：连续思考没有预先
给定的词元序列，训练也需先算出前一步状态，再取得下一步输入 [12, 第 3 节]。

因此，“显式长链能批量训练”与“显式长链要串行生成”可以同时成立；“连续链更短”与
“连续链训练并不更容易并行”也可以同时成立。若只用推理时的词元压缩比估计训练加速，就
会漏掉这一依赖方向的改变。

2.3 暂停是否有效，取决于怎样学会暂停

Pause-training 的实验设计同时改变预训练是否使用暂停、下游微调是否使用暂停，形成四
种组合。它测试了两种模型规模与多类下游任务，而不是仅向普通聊天模型输入一串标点。两阶
段都使用暂停的模型在多数所测任务上获益；只在普通预训练模型的微调阶段加入暂停，收益
更混合，在部分任务上还会下降 [10, 第 4.1 至 4.3 节]。

这个结果带来一个比“暂停有用”更有价值的问题：模型此前学会的计算组织是否允许它利
用新位置？若预训练一直鼓励紧接当前上下文产生下一个真实词元，那么增加暂停位置既增加
资源，也改变分布。学习如何使用这些位置本身需要训练；新增位置不一定会被模型自动解释成
“再想一会儿”。

论文还比较了训练和测试时暂停数量不同的情形。结果支持一定范围内的鲁棒性，却不支
持无限增加暂停能够单调改善答案；在所测条件中，更多暂停可能降低表现，完全去掉暂停也可
能造成显著退化 [10, 第 5.1、5.2 节]。这是本书第一次遇到训练预算与测试预算不匹配的问题。
它并非循环深度特有，而是所有改变内部计算路径的方法都可能面对的分布变化。

研究成本时还需要保留一个细节：原文预训练比较固定总词元预算，暂停位置占据其中一
部分；下游加入暂停则确实提供了额外计算。因而“参数几乎不增加”不意味着“所有阶段计算
完全一样”，固定处理位置数也不等于固定真实文本数据量 [10, 第 4.1、4.3 节]。如果复现实验
时删除这些区别，仅保留准确率一列，就很难解释收益究竟来自哪里。

2.4 不展示的文字，仍然是文字：Quiet-STaR

暂停位置不需要生成有内容的中间句子。Quiet-STaR 则选择另一个方向：让模型在文本的
许多位置生成有内容、但不作为正常输出呈现的短 rationale，并根据它们对后续真实文本预测
的帮助来学习。它试图从普通文本中获得“什么时候应该想到什么”的训练信号，而不是完全依
靠人工标注推导 [26, 第 3、4 节]。

方法可以分为三个有依赖关系的过程。首先，对多个文本前缀生成候选 rationale；其次，把有
rationale 与没有 rationale 的预测通过可学习的混合机制结合；最后，奖励那些使后续真实词元
更容易预测的 rationale。这里的 rationale是离散词元序列，训练使用相应的策略梯度信号。为了
避免刚开始生成的不稳定思考破坏原模型，混合头为基础预测保留通道 [26,第 4.1、4.3、4.4节]。
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图 2.2: Quiet-STaR 中的隐藏思考仍是离散词元。两个不同文本前缀各自生成 rationale 并支持后续预
测；图中两行互不读取对方思考，混合头细节省略。

来源与边界：概念性教学图；依据 [26] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

可以用下式概括这种教学直觉，而不把它当作原文全部实现细节：

R(r;x) = log pθ(xi+1:i+q | x≤i, r)− bi. (2.1)

r 是某个候选 rationale，q 指纳入评价的后续真实词元数量，bi 是针对该位置候选的基准。奖励
表达的是“这段中间文本对预测未来是否比参照更有帮助”，不是人类对其逻辑正确性的直接评
分。原文还采用混合预测、teacher forcing 和截去负奖励等具体处理；因此不能用这一概括式推
断无偏性或最优性 [26, 第 4.4 节]。

不同前缀的候选可以通过特殊注意力掩码并行组织，但每条 rationale 内仍有逐词生成的依
赖。所谓并行并没有取消思考长度的成本，也不能让不同反事实分支任意互相读取。图中保留
“观察文本主轨道”和“候选 rationale 支轨道”，有助于解释为什么用户看不到文字并不代表模
型没有生成文字。

原文以 Mistral 7B 为起点，在 OpenWebMath 为主的训练及 C4 补充实验中考察语言预测
与下游问答，也研究了内部 rationale 与显式 CoT 的组合。一个值得保留的结论是二者可以共
存：模型可以先在内部产生离散 rationale，再输出面向读者的推理文字。与此同时，论文明确
承认每个位置生成思考会带来显著额外开销，其实现没有动态决定何时开始或结束 rationale[26,
第 5、6 节]。因此，本书将它视为内部离散计算的重要参照，而非连续隐状态方法的同义词。
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图 2.3: 当前输入向量与历史 KV 缓存是不同对象：左侧是新位置的输入，右侧是各层为过去位置保存的
键和值。此图比较对象，不绘制完整数据流；层数和位置数仅为示意。

来源与边界：概念性教学图；依据 [12] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

2.5 上下文和缓存：过去的结果如何继续发生作用

无论中间载体是文字还是连续向量，下一步必须能够利用过去的计算，才可能构成有用的
多步过程。标准自回归推理常用 KV cache 保存历史位置在各注意力层的键和值，以免每一步重
新计算全部前缀。这里保存的是模型特定层、特定上下文中的表示，而不是一份可独立理解的自
然语言笔记。

连续反馈方法也可以使用历史位置的缓存。改变新位置的输入，从词元嵌入变成前一步的
隐状态，并不会自动消除历史注意力；随着连续位置增加，缓存也可能增长。Coconut 方法部分
明确讨论使用 KV cache 避免重复计算，同时保留逐步前向的串行依赖 [12, 第 3 节]。因此，“只
保留一个向量”的画法若忽略实际历史缓存，可能使概念图低估系统代价。

示意图把当前输入向量与每层历史 KV 列为不同对象，不表示完整缓存更新算法。前者决
定本步从哪里出发，后者提供可访问的上下文。两者共同影响信息流，却可能具有不同的内存与
更新时间。第六章会进一步看到，当循环进入深度维度后，缓存还必须回答“属于哪一轮状态”
的问题。

至此，可以重新理解自然语言轨迹的地位。它是可检查的学习与推理接口，也带来逐词生
成、语法组织和对特定表述形式的依赖。去掉它并不是去掉一个装饰层，而是同时改变学习目
标、工作空间和计算路径。下一章的难点由此产生：当不再要求模型逐字写出中间答案时，训练
究竟拿什么教会它完成那些步骤？
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第三章 怎样学会内化推理？

3.1 撤掉过程以后，学习信号去了哪里？

假设一个学生已经会跟着示例完成三步计算。把所有中间步骤一次删掉，只保留问题和答
案，给他的不是同一个任务的缩短版本，而是一个监督更稀疏的问题：错误答案不能直接指出哪
一步出了错。对神经模型也一样。原本在每个思维链词元上存在的交叉熵信号消失后，模型必须
自行找到能够支持答案的内部表示，而这些表示不一定容易通过答案损失学得。

本章讨论三种不同的帮助方式。第一种让学生模仿教师的内部表示，明确指出它应在某处
包含什么信息；第二种逐步撤掉语言步骤，使学习问题连续变化；第三种同时保留显式任务和隐
式任务，在答案前的关键表示上建立对齐。它们并非互斥，却分别回答了“学什么”“怎样过渡”
和“在哪里对齐”三个问题。

尤其需要区分内化训练与推理时增加内部计算。前者可以只改变已有网络参数，使其直接
回答；后者还需要新的计算路径，例如连续状态反馈或共享深度循环。将一个教师的长过程压入
固定深度学生，不会自动赋予学生在测试时延长该过程的能力。这个区别在早期隐式 CoT 蒸馏
和逐步内化工作中尤其清楚 [7, 8, 第 3 节]。

3.2 先学会读教师，再学会产生教师状态

隐式 CoT 的早期蒸馏方案把问题拆成三个阶段。首先训练学生利用教师的中间隐状态预测
答案；其次训练一个 emulator，仅从问题预测那些教师状态；最后把 emulator 和学生连接起来，
联合优化答案任务 [7, 第 3.1 至 3.3 节]。这比笼统地说“蒸馏思维链”更具体：教师在训练时可
以读完整中间过程，实际推理时则必须由 emulator 替代这种额外信息。

教师状态具有两个轴：层和中间词元位置。设教师有 L 层，思维链有 T 个位置，记 hteach
ℓ,t

为第 ℓ 层、第 t 位置的状态。论文选择跨层、跨位置的一组状态，而非复制整个 L×T 矩阵。其
位置选择可写为

tℓ = min (⌊1 + ∆(ℓ− 1)⌋ , T ) , ℓ = 1, . . . , L. (3.1)

∆控制沿中间序列前进的间距；随着层数增加，目标中可以包含更靠后的计算信息。这个选择是
一种经过实验的监督接口，并不证明自然语言每一步都天然对应某一层 [7, 第 3.1 节]。

一个最简单的状态回归目标是

Lstate =
L∑

ℓ=1

∥∥∥ĥℓ(x)− hteach
ℓ,tℓ

∥∥∥2
2
, (3.2)

其中 ĥℓ(x) 是 emulator 的预测。这个式子揭示了一个常被忽略的障碍：同一题目可能存在多个
有效过程。如果教师沿不同过程产生不同状态，单个平方误差预测器可能趋向这些状态的均值，
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图 3.1: 隐式蒸馏的三个阶段：先让学生读取教师状态，再训练预测状态的 emulator，最后连接优化。测
试时无真实教师轨迹，学生仍可访问原问题；图中省略该并行输入和层内注入细节。

来源与边界：概念性教学图；依据 [7] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

而均值未必对应任何有效的后续计算。原文因此引入混合表示，并使用中间词元监督混合分量，
减轻多个推理路径混在一起的问题 [7, 第 3.2 节]。

这里的图区分训练与测试：训练阶段的教师可以读取完整轨迹，测试阶段不能把真实中间
结果继续送给学生。若图中只画“教师向学生传递知识”的箭头而不标注可见信息，就会掩盖方
法最难的部分，即怎样从问题重建足够有用的表示。

实验并没有消除这种难度。原文在多位数乘法和扩增后的 GSM8K 上比较了显式、隐式及
直接回答模型；结果显示隐式蒸馏可以明显改善直接回答，但在自然语言数学题上仍落后于显
式 CoT。推理还需 emulator，因此它比显式长链快，并不意味着比普通直接回答没有额外开销
[7, 第 4、5 节及表 3]。这是一种经过监督的性能与速度折中，而不是已经把任意长推理无损装
入固定层数的证明。

3.3 不指定每个状态，逐步撤掉语言支架

逐步内化采用更直接的训练路径：先让模型学习完整思维链，再从链的开头逐渐移除词元。
设原链为 z1:m，当前已删除的前缀长度为 s，目标变成

Ls(θ) = − log pθ
(
z1+min(s,m):m, y | x

)
. (3.3)

当 s = 0 时，模型学习完整过程；当 s ≥ m 时，只剩直接回答。中间阶段并不告诉模型被删掉
的每个词元应该被编码在哪里，而是要求它在失去这段条件后仍能产生剩余步骤和答案 [8, 第 3
节]。
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图 3.2: 逐步撤除语言前缀，每个阶段仍依靠保留后缀与答案训练。淡出的词元不是已被证明逐一存入某
个隐状态。

来源与边界：概念性教学图；依据 [8, 12] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

这个目标不是把已经训练好的模型在测试时删去文字便完成了压缩。每一次删除都改变了
训练分布与条件概率任务。模型需要经过优化才能补偿原先由语言前缀提供的信息。把一个“先
求总数，再减去坏件”的例子逐步改成“⋯⋯再减去坏件”，会迫使前面的计算由内部完成；但
也可能诱导模型学习与原过程不同的捷径。这是本书的教学解释，不是关于具体神经机制的实
验结论。

原文报告了两个稳定训练的处理：删除更多词元时重置优化器状态，以及对删除数量加入
小的随机偏移，让模型偶尔提前见到稍难的阶段。其消融还显示，删除方向和删除速度会影响训
练稳定性；在所测乘法设置中，从末端删除或一次删除得更快都不如完整方案 [8, 第 3、6.2 节]。

课程图最容易犯的错误，是把文字淡出画成信息已经无损搬到隐状态。图中显示：每个阶段
都有一次新的训练问题，保留下来的语言后缀和答案提供损失；内部如何补偿则是需要学习的
未知部分。箭头可以表示训练顺序，不能表示每个词元被逐个储存到了指定神经元。

这种方法在乘法任务上展示了强有力的内化能力，但不同任务存在不同极限。论文在
GSM8K 上仍观察到显式 CoT 的准确率优势；在更难的乘法设置中，完全删去所有步骤并不总
是成功，保留部分链的中间检查点可以提供速度与准确率的折中 [8, 第 5、6.1 节]。这里被比较
的是不同训练阶段的模型，不能误说成同一模型已经学会按每个测试问题动态选择内化比例。

更快的测试也可能以更长训练为代价。原文局限部分讨论了逐步删除需要反复微调、过快
删除可能不收敛的问题 [8, 第 8 节]。因此，若任务会运行很多次，额外训练成本也许可以摊薄；
若任务很快变化，重新内化的费用可能改变实际价值。这个部署判断需要工作负载，而不能由单
个推理速度比值决定。
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3.4 增加连续步骤以后，为什么还需要监督？

Coconut将课程与新的连续计算位置结合：初始阶段学习普通思维链，随后以若干连续状态
替换前面的语言步骤，在剩余文字和答案上施加损失。连续状态可通过反向传播接受学习信号，
但原文并没有要求它逐字重建被删掉的句子 [12, 第 3 节]。这允许中间表示服务于未来预测，而
不必忠实复制原文表述。

可微分只是梯度能够经过，并不保证梯度足以找到好解。Coconut 的消融比较了没有课程、
没有连续思考以及用暂停位置代替连续思考等情况；结果显示课程本身有重要作用，部分合成
任务上的高准确率也不能全部归因于连续链 [12, 第 4.3、4.4 节及表 1]。如果只比较完整方法和
“直接回答”两个端点，就很难知道收益来自训练支架、增加位置，还是前后状态的连续依赖。

这正引出 CODI 的问题：能否不逐项约束全部连续步骤，而在一个对回答关键的位置监督
最终形成的状态？CODI 同时训练共享模型的教师任务和学生任务。教师生成显式 CoT，学生
执行连续状态反馈，再在答案前的指定位置对齐两者的多层激活 [20, 第 3.1 至 3.4 节]。

3.5 CODI：在终端状态建立桥梁

CODI 的总目标包含三个部分：

L = αLteacher + βLstudent + γLKD. (3.4)

教师项学习语言轨迹和答案，学生项学习在连续思考之后生成答案，对齐项则让学生在答案前
关键位置的表示靠近教师。α, β, γ 是权重，不能理解成三种信号天然等量或彼此独立。原文选择
答案提示中冒号位置的各层状态，以停止梯度后的教师状态为目标，并使用按教师激活尺度规
范化后的 L1 距离 [20, 第 3.4、3.5 节]。

“停止梯度”只说明对齐损失不沿目标分支反向传播，不意味着整个教师在训练中永远固定。
因为两种任务共享模型，教师任务仍通过自己的目标更新参数。这一点与独立预训练、冻结不
动的教师不同。原文消融也把独立教师、学生同时学习显式任务、移除 L1 对齐等条件分开比较
[20, 第 4.4 节及表 2]。

图中的两条分支共用权重标记，却保留不同输入。教师分支能看到语言过程，学生分支只有
问题和自己产生的连续状态；停止梯度的符号仅放在对齐目标处。若把两支画成独立且冻结的
网络，读者会误解这项方法为什么称为 self-distillation。

监督位置也可能携带捷径。CODI 在训练数据处理中去掉最后一个直接得出答案的 CoT 步
骤，试图避免教师状态只复制已经出现的最终结果。其消融支持这一处理在所测条件下有益，但
不能由此证明所有剩余教师信息都是算法性推理 [20, 第 3.5、4.4 节]。终端状态是一个方便的学
习接口，不是一份经证明完备的推理摘要。

该版本实验涉及 GPT-2 与 LLaMA3.2-1B-Instruct、数学与常识数据，以及若干分布外数
学集。正文报告的相对优势也具有模型依赖：例如分布外表格中，GPT-2 的 CODI 超过该表的
显式基线，而 LLaMA-1B 的显式 CoT 在所列三项上仍更强 [20, 第 4.1 至 4.3 节及表 1]。因此，
不能把“某设置接近或超过显式 CoT”改写成连续思考已经普遍无损替代文字思维链。
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第三章 怎样学会内化推理？

图 3.3: CODI 共享权重的两种任务在答案前状态上对齐。虚线是教师到学生的监督目标，stop-gradient
只作用于该目标。文字损失符号表示监督，教师实际还监督轨迹，连续状态逐步生成细节省略。

来源与边界：概念性教学图；依据 [20] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第三章 怎样学会内化推理？

3.6 三种监督，留下三种待检验的假设

状态蒸馏依赖所选教师表示确实包含对学生有用的信息；逐步内化依赖课程能把任务平稳
地转移到没有语言支架的条件；终端对齐依赖选定位置的接近与答案能力之间存在足够强的联
系。它们都可能成功，也都可能受目标歧义、优化不稳定和分布变化限制。

本章的综合判断是：内化首先是一个怎样学习内部计算的问题，尚不是一个内部计算已被
完整解释的结论。读者可以在每项工作旁写下两个不同的问题：训练究竟提供了什么额外信息？
测试时究竟还执行哪些额外步骤？前者帮助我们理解能力从哪里来，后者把我们带到下一章，讨
论连续状态怎样真正向前推进。
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第四章 连续思维怎样向前推进？

4.1 去掉词汇接口以后，还剩什么？

在通常的自回归生成中，最后隐状态经过输出头变成词汇概率，再由选出的词元查表得到
下一步输入。连续反馈删去了这段离散选择。设当前最后隐状态为 ht，词嵌入表为 E，输出矩
阵为 W，则普通生成与一种连续反馈可以分别概括为

ut+1 ∼ softmax(Wht), et+1 = E(ut+1), et+1 = ht （直接连续反馈）. (4.1)

这里 et+1 是下一位置送入网络的向量，不是已经输出的答案词元。直接连续反馈这一项保留对
前一步结果的依赖，却不要求该结果先落到某一个词汇项上。Coconut 的核心接口正是这种反
馈；它用特殊标记界定语言模式和潜在模式，连续阶段结束后再恢复普通词元生成 [12, 第 3节]。

这个改动有两种不同意义。计算上，它让前向过程在连续状态之间串接；表征上，它允许一
个中间向量不必等同于某个具体词的嵌入。但“连续”并不等于“无限容量”：向量维度、数值
精度、训练分布和后续读出都仍有限。更不能从跳过离散选择直接推出模型同时精确执行了所
有可能分支。是否形成有用的多路径表示，必须另外检查。

对比图标出词汇选择与重新嵌入发生的位置，并保留最终答案读出；输入问题与历史缓存
在图中省略，不能据此理解为计算时不再访问它们。CODI 在反馈中加入投影 MLP 与归一化，
而 Coconut 的基本形式直接使用末端隐状态；这说明“连续链”是一类接口选择，并非只有一
种数值参数化 [20, 第 3.3 节]。

4.2 Coconut 的实验回答了什么？

Coconut的课程让连续位置逐渐接替前面的语言步骤，之后在剩余文字上训练。该版本主要
实验使用 GPT-2，在 GSM8K 及两个逻辑任务上比较完整 CoT、直接回答、逐步内化和多个消
融。论文通常在推理时使用与最后训练阶段相符的固定连续步数；虽然讨论了分类器停机选项，
主结果不能被描述为已经实现输入自适应的无限内部思考 [12, 第 3、4.1 至 4.3 节]。

比较结果时应避免只挑最有利的一列。该版本表 1 中，Coconut 在 GSM8K 上好于直接回
答，却低于显式 CoT；在合成逻辑任务上，它可以超过显式 CoT，但逐步内化及若干不含连续反
馈的变体也表现很强。ProsQA 中逐步内化的结果甚至高于完整 Coconut[12, 表 1 与第 4.4 节]。
这说明实验同时触及了训练目标、任务结构与可用计算，不能把合成任务的全部增益都归给连
续状态的容量。

原文还探索用更多连续位置替换每个语言步骤。初始小范围内的改善是一个有价值信号，但
附录报告增加到更大替换数后出现性能回落和更大方差，并将其与阶段切换的训练不稳定联系
起来 [12, 图 3、附录 C]。从这里得到的研究问题是怎样训练一个能稳定利用更长状态链的模型，
而不是把“长度可以设大”误当成“能力必然随长度增长”。
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第四章 连续思维怎样向前推进？

图 4.1: 词汇接口与连续接口的概念对照。连续输入可直接来自上一隐状态，也可经投影；最终答案仍由
语言读出。历史缓存和多轮细节省略。

来源与边界：概念性教学图；依据 [12, 20] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第四章 连续思维怎样向前推进？

图 4.2: 三种多路径概念：从一个状态读出候选、实际生成多条独立轨迹、显式维护搜索节点。右下 frontier
仅示意可存储的前沿对象，不是上图某一时刻的精确队列；左图不证明标准 BFS。
来源与边界：概念性教学图；依据 [12, 24] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

4.3 潜在搜索：好的解释需要多强的证据？

Coconut 在 ProsQA 上进一步研究连续阶段切换回语言阶段后的行为。为支持不同切换位
置，分析用模型混合了不同训练阶段的数据；这一点与只使用最终阶段的基本设置不同。研究者
检查最终答案，也检查输出的部分路径能否由图中的合法路径补全 [12, 第 5.1、5.2 节]。

其核心观察是：在连续状态之后切回语言输出时，若干候选节点可以同时具有较高概率，随
后分布更集中于能通向目标的节点。作者把这一模式解释为一种类似搜索的过程 [12, 第 5.3 节
及图 7、8]。这种解释有启发性，因为连续状态确实不必像贪心选择一个语言词元那样过早承诺
某个显式分支。

但这里读出的概率仍然是特定探测接口下的行为。它并未列举向量内部保存的全部分支，也
未独立证明模型逐步执行了标准广度优先搜索。原文自己的描述也强调它会偏好和剪除候选，并
非均匀展开所有前沿节点。因此，本书将“潜在搜索”作为得到部分行为支持的机制解释，保留
其与严格算法等价之间的距离。

本书构造一个无实验数字的教学图：从起点可以走向多个分支，其中一条是死路。连续表示
也许暂时保留对不同分支的倾向；显式多次采样会产生多条实际轨迹；外部树搜索则维护可枚
举节点和扩展规则。图中以三个小面板对照这些对象。它们都涉及多个可能性，却有不同的状态
占用、分支成本和可审计程度。图中的“也许”不是修辞，而是证据层级的界线。

进一步验证需要有针对性的干预。例如，在不改题目其他部分的条件下改变一条边，检查对
应候选的表示与最终行为是否按预期变化；或干预候选相关子空间，观察是否选择性影响相应
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表 4.1: CCoT 原文的一个局部成本对照。数据仅对应其 LLaMA2-7B-chat、GSM8K 微调设置，不用于
跨论文排行榜。

推理形式 答案精确匹配率 平均解码时间（秒）

直接答案 0.089 0.33
CCoT，保留比例 r = 0.05 0.151 0.49
CCoT，保留比例 r = 0.10 0.179 0.78
完整显式链 0.315 8.10

来源与边界：Cheng and Durme [5, 第 4.4、5.1、5.2 节及表 2]；单张 Nvidia A100 的墙钟测量，表中未给出这些条
目的方差。

路径。这些是本书提出的研究设计方向，并非上述论文已经完成的实验。第十一章将讨论为什么
仅画出注意力或解码概率仍不足以完成因果审计。

4.4 压缩一条已知轨迹，和发现新的计算不同

CCoT 从另一个问题出发：完整 CoT 的隐状态序列中，是否有较小的子集足以帮助解码答
案？它先利用带完整轨迹的训练数据取得目标状态子集，再训练模块直接预测这些压缩状态，最
后让答案解码模块学会使用它们。实际推理不应先完整生成原链再压缩，否则生成原链的主要
串行代价已经付出 [5, 第 3.3、4 节]。

设原链长度为 m，保留比例为 r，目标连续位置数为

k = ⌈rm⌉, 0 < r < 1. (4.2)

这个式子描述训练目标的压缩程度，不是测试时已知正确轨迹长度。原文为实际推理额外训练
结束预测器，并设定长度上限。其连续位置由某个中间层的前一步表示反馈产生，与总是使用末
层状态的基本 Coconut 形式又不同 [5, 第 4.1 至 4.4 节]。

这里有一组特别值得区分的实验对象：从真实完整轨迹取得子集后解码，与从问题本身预
测子集后解码。前者若能保留性能，说明存在有用压缩；后者还要解决怎样产生压缩表示。不能
把前者的无损性当成后者已经无损的证据。CCoT 的实验恰好让这种差距可见。

这组数字说明的不是某种普适压缩倍数，而是该设置下的一条折中：压缩状态比直接回答
更准确，比完整链快，但仍明显损失准确率。原文还观察到增大保留比例后的收益会趋于平台，
并讨论反馈近似误差的可能影响 [5, 第 6.1 节]。这些结果提醒我们，能够表示压缩状态、能够学
会预测它、以及能够在多步反馈中稳定使用它，是三个不同问题。

4.5 软思维并不总是“一条更短的链”

SoftCoT++ 展示了另一种连续表征用途：助手模型读取问题和若干占位词元，将相应隐状
态经投影送入主推理模型，主模型随后仍生成显式推理文字。该工作描述的 SoftCoT 基础设置
固定助手和主模型，只训练投影。因而这里的连续向量是引导后续推理的软提示，不能仅凭名称
把它视为 Coconut 那种逐步末状态反馈 [24, 第 3.1、3.2 节]。

连续表征若对同一输入是确定的，不能直接像词汇概率分布那样反复采样。SoftCoT++ 因
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图 4.3: 软思维构造与后续离散推理是两个分支位置。各起点均与同一问题一起输入助手，图中问题连接
简写；两处 Main model 复用相同权重。分支数量仅作示意，均需计算，最后聚合答案。
来源与边界：概念性教学图；依据 [24] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

此用不同初始化特殊词元产生多个软思维表示，并加入鼓励差异的对比目标。其研究重点是增
加不同思维起点的数量，而不是只把同一条连续递推运行得更长 [24, 第 3.3 至 3.5 节]。

两层分叉图可以清楚表达这种区别：第一层在连续提示的构造处产生多个候选，第二层在
每个候选之后采样离散语言推理。合并答案时还需要聚合规则。原文表 1 按十条链作比较，表 2
进一步组合两层扩展；这些不是一次前向凭空获得多个免费答案 [24, 第 4 节、第 5.1 至 5.3 节]。

比较这类方法的收益时，仅固定“链数”也未必固定总成本。助手模型、投影、主模型预填
充、后续生成长度和能否批处理，都进入实际预算。原文在两个约八十亿参数的主模型系列和若
干推理任务中报告改进，但其局限仍包括固定规模模型和对软思维分布的初步探索 [24, 第 4.2、
5.4 节]。本书据此讨论一种多路径机制，不把这些结果推广成“连续空间多样性总能提升准确
率”的定律。

4.6 连续接口打开了选择，也留下了预算问题

本章的四个问题可以重新串起来。Coconut 说明怎样让下一步直接依赖前一步的连续结果；
潜在搜索分析追问这些结果可能保留怎样的候选信息；CCoT 研究怎样预测较短的有用轨迹表
征；SoftCoT++ 则把连续表示当作多条后续推理的不同起点。它们共享连续向量这个载体，却
分别改变串行更新、监督目标和分支结构。

因此，下次遇到“软思维”“连续推理”或“压缩思维链”，可以先问：这一个向量来自哪里？
下一步究竟重复了哪个算子？中间结果是被教师规定、由答案目标间接塑造，还是作为多样化提
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示使用？然后再问，需要多少次前向、保留多少缓存、怎样停止、怎样选出最终答案。回答完这
些问题，方法之间的联系才会比名称更清楚。

连续链通过增加序列中的计算步骤来获得内部演化。另一条路线不新增同样意义上的序列
位置，而是反复使用深度中的模块。下一章将从迭代算法与参数共享的来路展开，讨论为什么一
个重复的算子可能学会逐步解决问题，以及为什么“可以重复运行”仍远远不等于“已经学会可
靠迭代”。
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第五章 循环深度的来路：让同一条规则再运行一次

5.1 输入有多长，并不决定需要想多久

考虑把两个二进制数相加。输入长度给出了数字的数量，却没有直接指定计算怎样展开：网
络可以一次建立所有位之间的关系，也可以逐步传播进位。后者重复使用相似的局部规则，因此
很自然地引出一个问题：能否让模型学习一个可重复执行的更新器，而不是为每一轮计算配置
一套新参数？这里的关键不是拟人化的“思考”，而是如何把计算预算从参数数量和输入长度中
分离出来。

普通序列 RNN 在读到新输入时更新状态。深度循环则允许输入暂时不变，让表示经历下一
轮更新。两种循环可以同时存在。用 t 表示输入位置、r 表示内部计算轮次，则 st,r 有两个索引；
删去其中任意一个，都会掩盖模型实际在重复什么。这也是阅读 ACT 与 Universal Transformer
时最先需要建立的坐标系。ACT 原文明确把一个输入步拆成若干内部更新；UT 则把递归放在
整段序列表示的修订方向上 [6, 11]。

图中左右对照新输入推进与同一输入内的重复计算。对一个位置继续计算，不等于读入了
新词；对所有位置并行更新，也不等于各轮之间能够并行。读者随后遇到的“时间”“步数”和
“深度”，都应先放回这两个坐标，再讨论速度。

5.2 ACT：把停机纳入可学习系统

Adaptive Computation Time 的出发点是：同一个 RNN 可以在输出之前，多做几次状态变
换。内部第一个更新读取上一输入步传来的状态，其余更新读取本步上一轮状态；输入附加一个
二值标记，区分“新输入到来”和“仍在处理同一输入”。所有内部步骤共享状态转移与输出参
数 [11, 第 2 节]。

停机单元为每轮给出 at,r ∈ (0, 1)。这里采用本书符号，略去输入位置下标时，ACT 的核心
可写成

N = min
{
n :

n∑
r=1

ar ≥ 1− ϵ

}
, R = 1−

N−1∑
r=1

ar, (5.1)

pr =

ar, r < N,

R, r = N,
s̄ =

N∑
r=1

prsr. (5.2)

最后一轮使用剩余质量 R，保证权重相加为一。原方法还以相同权重混合输出，而不是每次随
机抽取某一轮。直觉上，网络既学习怎样更新，也学习哪些内部状态应当对本次输出贡献更多。
ACT 加入与 N + R 有关的 ponder cost；这个成本的系数决定准确率和计算量之间的取舍 [11,
式 (5)–(10)、第 2.1 节]。
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第五章 循环深度的来路：让同一条规则再运行一次

图 5.1: 两类步数的概念对照：左侧每次更新读取新输入，右侧对同一输入连续更新。相同蓝色表示共享
更新规则；图中不表示速度或准确率比较。

来源与边界：概念性教学图；依据 [6, 11] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第五章 循环深度的来路：让同一条规则再运行一次

混合状态是一项建模选择，不能直接理解成“多个离散推理答案投票”。状态向量的线性
组合未必对应离散算法中合法的中间配置，原文也讨论了这种近似线性假设。另一项容易漏掉
的限制是，停机目标中的步数并非实测毫秒：每一步代价相近、执行能及时退出时，它才可能
近似计算开销。ACT 在奇偶性、逻辑运算、加法和排序等合成任务上展示了作用，而在字符级
Wikipedia 语言建模上没有获得同等幅度的性能改善 [11, 第 3 节]。该语言实验按原文第 3.5 节
报告的是训练集误差，未使用验证集早停，因而也不能作为留出集泛化收益的证据。这个早期结
果已经提醒我们：学会分配计算与在开放语言上获得可靠收益，是两个问题。

5.3 UT：保留全局通信，重复修订整段表示

Universal Transformer将自注意力的全局信息交换与共享深度结合起来。输入 x1, . . . , xn 首
先得到嵌入矩阵 H0 ∈ Rn×d。在第 r 轮，自注意力让各位置读取上一轮的表示，再由共享变换
更新各位置。省略残差和归一化细节，可概括为

Hr+1 = Fθ(H
r + P r+1), (5.3)

其中 P r+1 同时编码序列位置与更新轮次。原文给出了带残差、LayerNorm、自注意力以及逐位
置前馈或可分离卷积的完整方程。参数共享不意味着每轮接收同样的信息：状态改变了，轮次编
码也改变了 [6, 第 2.1 节、式 (4)–(7)]。

UT的“parallel-in-time”应当谨慎理解：在一个修订轮次内，输入位置可并行处理；第 r+1

轮仍依赖第 r 轮。解码器还保留自回归因果约束，并读取编码器的最终表示。模型因此并没有
消除生成下一个词的顺序依赖。其动态版本把 ACT 用到每个位置；停止更新的位置保留状态，
其他位置继续修订 [6, 第 2.1–2.2 节]。

教学图展示三列状态矩阵和两个相同颜色的更新块；颜色相同表示参数共享，位置间注意
力位于更新块内部。这样才能看清“同一组位置被更新”与第四章“新增连续位置”的区别。

UT 的实验覆盖算法任务、bAbI、LAMBADA 与机器翻译，但收益并非处处来自自适应停
机。原文报告动态停机帮助若干结构化任务，却使机器翻译结果略有下降 [6, 第 1、3 节]。因此
可以把它看作“深度共享加上可选动态计算”的研究起点，不能把全部改进归因于停机机制。关
于计算普适性的讨论还带有资源与模型假设；第九章将单独解释为什么表达能力不等于训练可
达性。

5.4 共享权重为什么还不等于学到算法

共享参数给不同深度施加了共同约束，但共享网络仍可能只在训练深度的终点读出正确答
案。它可以把轮次编码当作阶段编号，也可以在隐状态中保留一个内部计数器，形成“第六轮才
能读”的计算。这样做仍可能是有效的固定深度网络，却未必允许第七轮、第八轮继续改善。

Subformer 提供了一个很有用的对照。它把中间层做 sandwich 式共享，保留首尾独立层，
并结合较小词嵌入与自注意力投影来提高参数效率。论文比较不同共享方案，在翻译、摘要和语
言建模上检验表现 [19, 第 2–3 节]。这里研究的是有限架构中的共享位置、宽度与参数预算；由
此不能推出测试时任意增加共享层次数就会形成可靠的推理延伸。参数压缩与可外推计算可以
相遇，但逻辑上互不包含。
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第五章 循环深度的来路：让同一条规则再运行一次

图 5.2: Universal Transformer 的简化展开：同一组位置经过共享的注意力与变换块反复修订。图中省略
位置和轮次编码、残差与归一化；不表示各轮能并行执行。

来源与边界：概念性教学图；依据 [6] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第五章 循环深度的来路：让同一条规则再运行一次

图 5.3: 固定数据与变化状态分开：每轮更新都能读取同一个问题条件，同时修改当前候选状态。此图是
迭代算法的解释性类比，不证明模型执行了梯度下降。

来源与边界：概念性教学图；依据 [25] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

为了理解更强的迭代偏置，可看一个明确的算法模板：最小化线性回归平方误差时，梯度下
降反复计算

wr+1 = wr − ηX⊤(Xwr − y). (5.4)

每一步都需要当前解 wr 和不变的数据 (X, y)。在适当步长和凸二次目标条件下，这个例子
有明确收敛性质；它在此只解释架构动机，并不证明 Transformer 内部真的执行了该式。Yang
et al. [25] 将类似思路用于上下文学习实验：模型从函数采样得到的示例预测新点，使用共享块、
重复输入注入和覆盖后段迭代的训练损失。原文研究线性函数、稀疏线性函数、决策树及两层网
络生成的数据，不是开放域问答。

该方法从零状态出发，把提示表示每轮重新加入状态。原文的线性回归消融显示，单纯把输
入作为初值的权重绑定版本，在训练轮次之外更容易恶化；重复注入版本则表现出更稳定的迭
代行为 [25, 第 4 节、图 3]。这给出一个可检验的机制假说：把问题条件留在独立通道中，可能
有助于更新器反复求解同一个问题。然而它不是普遍定理。无输入注入的网络也可能通过自身
状态保留输入；注入输入的网络也可能学到错误更新。

图中固定数据通道与可变候选解通道保持分离，展开时固定数据每轮进入共享更新器。这
是解释性类比，不是论文对真实网络内部算法的确认。
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第五章 循环深度的来路：让同一条规则再运行一次

5.5 从“复用层”走向“训练更新规则”

另一条相邻路线是 Deep Equilibrium Models：它把输出隐状态定义为 z∗ = fθ(z
∗, x) 的解，

使用求根器及隐式微分，而非保存任意长的显式展开轨迹 [2, 第 1、3 节]。它强调最终平衡点；
有限深度循环模型则可能利用尚未收敛的中间状态。两者共享输入条件化的更新形式，却不能
因为都出现固定点方程，就视作同一种训练方法。

5.6 用一个极小例子检查“迭代”是否成立

不妨把共享模块想成一个反复修改候选解的编辑器。对于输入“查找从节点甲到节点丁的
路径”，第零轮状态可以只编码起点；后续轮次可能扩展可达集合，也可能只调整最终分类器所
需的特征。这两种行为在训练集准确率上可能相近，但对更长路径的要求不同。前者需要让更新
规则适用于更大范围，后者只需在常见图形上形成可分表示。这个例子是本书构造的诊断场景，
并不描述某个模型已经学到的算法。

要区分二者，可以同时改变最短路径长度和干扰分支数，而不要只增加总输入长度。增加干
扰节点主要改变需要选择的信息；增加最短路径长度才直接增加某种局部传播算法需要的轮数。
若模型在较长输入上失败，我们由此能进一步问，它是无法选择信息，还是缺少迭代预算。这样
的任务分解延续了上下文函数学习研究将函数类别、样本数量和循环轮次分别改变的思路，但
属于本书提出的实验设计 [25, 第 3–5 节]。

还可以从某个中间状态重新启动同一个更新器。如果它只有在初始状态连续运行精确次数
后才成功，而从合理的部分状态继续运行就失败，“学到可重复规则”的解释便需要收窄。反之，
即使这一测试通过，也只能说明在所构造的状态范围内具有可继续性，不能证明任意状态都会
收敛。这种审慎并不是降低循环模型的研究价值；它把模糊的算法直觉变成可以被反驳的命题。

最后要避免一个常见的对照错误：把一个较窄的共享块循环十次，与同宽的十套独立块比
较，然后将参数较少和运行较快同时归为胜利。前者大致执行十次块计算，后者也是十次；真正
改变的是权重存储和参数自由度。若要测试同参数预算，可以让独立模型变窄；若要测试同算力
预算，可以匹配执行层数和宽度。两种匹配回答不同问题，不能互相替代。这也解释了为什么本
章把“共享”“迭代”和“效率”分开命名。

至此，问题从“能否少存几套参数”推进为“怎样训练一个在不同运行长度上仍有用的状态
转移”。至少需要同时检查初始化、输入保留、轮次信息、读出位置和训练覆盖的深度。若只报
告参数量减少，就没有回答模型是否学会继续计算；若只展示一个稳定固定点，也没有回答固定
点是否正确。下一章把这些要求带进语言预训练：当任务不再给定一套可监督的算法步骤，下一
词损失是否足以教会共享模块分配和使用更多计算？
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第六章 从循环更新器到预训练语言模型

6.1 下一词损失怎样监督不可见的计算

上一章的算法任务有清楚的问题边界：给出一串数，预测一个结果。语言预训练面对的则是
长序列中的大量下一词预测；某些位置依赖局部搭配，某些位置可能需要组合多个事实。如果每
个位置都运行同样深的独立层，简单位置也要支付全部计算。如果把中间层共享，参数量可以下
降，但共享块还需要学习在早期状态和后期状态上都做有用的工作。

这使 recurrent-depth pretraining 的核心不只是“把 Transformer 接成环”。训练分布必须
包含不同成熟程度的隐状态，读出头必须解释它们，优化过程还必须能处理重复更新产生的长
依赖链。更深的前向计算、需要保存的训练激活和实际反向传播长度可以分别控制，不能混成一
个“深度”数字。Huginn 与 Ouro 为这些问题提供了两种具体答案，下面将按其数据流而不是
共同标签比较 [9, 28]。

6.2 Huginn：前奏、共享核心与终曲

Huginn 的 recurrent-depth 架构把语言模型分成 prelude、recurrent core 和 coda。用本书
统一符号，它的主干是

e = P (x), s0 ∼ N (0, σ2I),

sr = Rθ(e, sr−1), p = C(sK). (6.1)

前奏 P 把 token 序列映射为固定条件 e，共享核心反复更新 sr，终曲 C 将最终状态变成词分
布。这里特意用 C 表示读出：所读 v1 全文第 3.1 节公式末行的符号与其文字说明不一致，本书
依照同节文字和架构图解释为 coda，而不沿用该处疑似笔误 [9, 第 3.1 节、图 2]。

核心入口把 e和当前状态拼接，再线性映射回隐层宽度。因此输入不是只在第一轮出现，而
是每轮直接可用。随机初态是训练设计的一部分，不是生成文本时的采样温度。上式沿用第 3.1
节的宏观正态分布记法；大型运行的第 4.1节进一步指定了截断正态初态，复现时应使用该具体
初始化配置。原文的动机是降低对特定初态与运行路径的依赖，但“设计希望获得路径独立”与
“所有输入都已证明收敛到唯一解”应当分开。实际模型的因果自注意力、门控 MLP 和归一化
共同构成非线性更新器，不能直接套用凸优化收敛定理 [9, 第 3.1–3.2、4.1 节]。

展开图把前奏输出作为固定条件，分别注入两个共享核心轮次；变化的状态沿主线传递，选
定终点接入终曲。独立随机初态与固定输入条件不同；两轮仅供教学，不代表实际模型的循环次
数。
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第六章 从循环更新器到预训练语言模型

图 6.1: Huginn 宏观结构的简化展开：前奏产生固定条件，每轮共享核心同时接收固定条件和变化状态，
终曲在选定终点读出。图示两轮仅用于解释数据流，不代表实际训练或测试轮数。

来源与边界：概念性教学图；依据 [9] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第六章 从循环更新器到预训练语言模型

图 6.2: 前向计算与梯度窗口的概念示意：所有已选步骤都执行前向更新，截断反向传播只覆盖后段。图
中六步与三步窗口仅为教学例子，不是 Huginn 的实际超参数；正文所述主实验反向窗口为八轮。
来源与边界：概念性教学图；依据 [9] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

大型实验的层数配置为 (lP , lR, lC) = (2, 4, 2)，隐藏宽度为 5280，约 35 亿参数；循环 32 次
时，执行路径包含 2 + 4 × 32 + 2 = 132 层变换 [9, 第 3.2、4.1 节]。这是有效执行深度，不是
132 套独立参数。它说明参数存储与计算量能够分开，也同时说明“只有 8 个实际层”并不意味
着推理便宜。一个请求仍要顺序运行 32 个核心块。

6.3 训练深度是一种数据分布

Huginn 对训练轮次采样，优化下一词损失在输入与轮次上的期望：

L(θ) = ExEK∼Λ

[
− log pθ(xt+1 | x≤t,K)

]
. (6.2)

论文采用 log-normal Poisson 分布，既经常抽到较浅计算，也偶尔抽到较长展开。大型运行中，
为了减少分布式设备互相等待，每个 micro-batch 采用跨 worker 同步的同一个采样轮次。数学
目标中的逐样本期望，与工程实现中的同步采样粒度，是两个需要分别记录的层次 [9, 第 3.3、
4.1 节]。

更关键的是，前向运行 K 次不等于反向穿过全部 K 次。主实验把反向窗口设为最多最后
8 轮（采样轮数不足 8 时只覆盖实际运行的轮次）；较早的前向状态仍影响结果，但其历史链在
梯度计算中被截断。前奏仍能通过后段每轮的输入注入得到梯度。这个设计限制了激活保存和
反向计算负担，却没有把长前向运行变成免费计算 [9, 第 3.3 节]。如果复现实验只写“训练 32
轮”，读者无法判断它究竟是固定 32 轮、均值附近 32 轮，还是只对其中一段求导。
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教学图分为深度选择和展开路径两部分；上方标记表示可选深度，不是概率分布曲线。下方
六步前向与末三步梯度窗口仅为教学示例，不替代正文所述 Huginn 实验末八轮反传设置。未求
导的前向段仍实际执行。

原文的大型训练是一个受预算限制的主要运行，实际预训练量报告为 795B tokens，标题性
表述常取整为 800B；数据混合包含网页、代码、数学及指令数据。单次核心前向基线另行训练
180B tokens[9, 第 4.1–4.2 节]。因此“没有专门构造潜在推理轨迹监督”是合适的说法，“完全没
有接触指令或推理相关数据”则不准确。同样，比较这两个模型也不是固定训练 token 数的纯架
构消融。循环模型展示了可随推理轮次改变的行为，但不能据此独立识别架构、数据组成与训练
预算的全部贡献。

6.4 Ouro：多轮读出与退出分布一起训练

Ouro的基本定义是对 token嵌入反复应用同一组 Transformer层，再使用语言模型头读出。
按其第 3.1 节定义，初态由嵌入给定；它没有采用式(6.1)中随机状态加独立前奏条件的同一宏
观结构。读论文时不宜把 Huginn 的输入注入、初始化和终曲配置自动移植到所有 LoopLM[28,
第 3.1 节]。

Ouro 为不同轮次构造退出概率 qϕ(r | x)，将各轮语言模型损失按退出概率加权，并减去退
出分布的熵正则项：

L =

Kmax∑
r=1

qϕ(r | x)Lr − βH
(
qϕ(· | x)

)
. (6.3)

较高熵鼓励训练关注多个深度，避免过早把概率质量集中在少数轮次。它与“每次随机抽一个深
度，只监督这个终点”的训练估计器不同，也与 ACT 对状态做加权平均不同：对损失加权不等
于先把状态平均再计算损失 [28, 第 3.2–3.3 节]。

模型族包含 1.4B 和 2.6B 参数版本，论文报告约 7.7T tokens 的多阶段训练，并另外区分基
础模型与经过推理 SFT 的 Ouro-Thinking[28, 第 4 节]。把前者和后者混在一条“循环效果”结
论中，会把后训练监督也算给架构。与其他开源模型的基准比较同样包含数据和训练 token 数
差异；这些结果说明一种完整训练配方具有竞争力，不能替代严格等预算的架构因果对照。

这里有一项应公开保留的来源冲突：v1 第 5.3 节把 5–8 轮称作超出最大训练 4 轮的外推，
但第 4 节训练配方表 5 列出前期 8 轮、后期 4 轮。因而本书使用“相对于该节采用的 4 轮评
估基准”描述外推区间，不断言模型从未训练过 8 轮。精确复现必须进一步核对发布代码、阶
段 checkpoint 和实际运行配置。这类冲突不影响读懂共享结构，却直接影响关于未见深度泛化
的结论。

6.5 共享参数之后，缓存仍然是问题

注意力层的权重相同，不意味着输入相同。在不同循环深度，同一个历史 token 的表示已
经变化，投影出来的 key/value 也可能不同。因此朴素实现仍需按深度保留缓存。Ouro 专门区
分 prefill 与自回归 decoding 的缓存复用实验；其第 5.4.2 节报告，复用哪一轮的缓存会显著影
响结果，不能把参数共享直接翻译成缓存等比例减少 [28]。
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图 6.3: 共享权重不等于共享缓存：上图按深度保存并读取不同 KV，下图显式复用选定缓存。两者是不
同设计选择，可能改变可见信息与性能；箭头表示读取缓存，不表示缓存生成过程。

来源与边界：概念性教学图；依据 [1, 28] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

Mixture-of-Recursions更进一步，把每个 token执行多少轮与缓存可见性一起设计。expert-
choice 逐层选择继续运行的 token，后续候选是前一轮存活集合的子集；token-choice 则在开始
时为 token指定递归深度。它分别研究按递归保存活跃 token的 KV，以及共享首轮 KV的方案
[1, 第 2.2节、图 2]。此外，expert-choice的全序列 top-k 选择可能使用未来位置的信息；论文采
用辅助路由或辅助损失来处理训练与因果推理之间的差异。token-choice 避开这种选择泄漏，却
需要处理负载不均衡，二者不能只按平均轮数互换 [1, 第 2.2.1 节、表 2]。这不是把一个独立停
机按钮加到原模型上：token 退出以后，其他位置还能读取什么，已经成为模型计算语义的一部
分。

图中上下对照“相同权重、不同深度缓存”和“明确规定的跨深度缓存共享”。后者只复用指
定缓存，不是无条件等价替换；从 KV 指向核心的箭头表示读取缓存，不表示构建缓存。第十章
会进一步区分权重、KV、训练激活与真实延迟账本。

6.6 怎样从训练配方判断模型学到了什么

设有两个都标注“32 轮”的训练运行。运行甲始终在第 32 轮计算损失；运行乙从一组轮数
中采样，平均值接近 32。若二者在第 32 轮测试接近，而运行乙在较浅轮数更好，最直接的解释
是乙接受了更多浅层读出训练。若乙在较深轮数更好，还需要判断这些轮数是否落在采样长尾
中。所谓测试时“增加计算”，可能只是转向训练中不常见但确实见过的预算，未必是严格的深
度外推。这是由式(6.2)产生的评价要求，不是对任何一种采样方案的否定。
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因此复现表最好给出训练轮数分布的实际直方图，而不只给目标均值；同时记录梯度窗口、
最大前向轮数与截断边界。理论上有非零概率的深度，可能在有限训练中从未抽到；反过来，一
个看似超出常用深度的测试点，可能已经被长尾采样覆盖。原文给出分布定义是必要条件，实际
运行日志则能进一步确定经验覆盖。对大型训练只能完成一次的研究，还需要承认随机种子和数
据混合未被充分消融，而不是以完整配方的成功代替对每个设计项的独立证明 [9, 第 3.3、4 节]。

读出位置也会影响“中间轮次有用”的结论。若每个深度有专用输出头，模型可以把同一信
息放在不同坐标中；若多个深度共用输出头，则必须兼顾表示在不同阶段的可读性。Ouro的多深
度损失明确训练了这些中间读出，而只监督单一末轮的模型没有同样的直接约束 [28, 第 3.1–3.3
节]。所以，某模型在浅层读出较差，并不充分证明其浅层没有任务信息，也可能是信息尚未对
齐最终读出。

在工程上还应把训练吞吐和单请求延迟分开。重复使用参数有机会摊薄参数加载或分布式
通信成本；但单个状态从第一轮走到第三十二轮仍有串行依赖。大批量训练可能因此更容易保
持设备忙碌，而交互式单样本生成未必同比例加速。Huginn 的同步深度采样与 MoR 的跨深度
批处理，分别从训练和推理调度侧处理这种差异 [9, 第 4.1 节][1, 第 2.1 节]。架构的优势必须放
回执行场景，才有可比较的意义。

从这些模型能得到的稳健结论是：预训练目标可以直接监督循环后的下一词预测，循环内
部不必逐轮产生可读文字；但深度分布、梯度窗口、读出和缓存约定必须共同决定。下一章回到
另一条路线：如果连续状态不是留在相同位置反复更新，而是反馈成下一次输入，这两类计算在
哪些方面相同，又在哪些方面仍然不可互换？
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7.1 共同问题不代表同一种答案

隐状态反馈与循环深度都允许模型在给出可见答案之前执行额外计算。这个共同目标容易
让人把它们画成同一个环：模型输出一个向量，再把向量送回模型。然而，一个箭头隐藏了至少
三个问题：向量写入哪个位置，过去的向量是否仍可访问，下一步调用的是整个模型还是共享核
心？本章将这些问题展开。以下比较是本书根据计算定义所作的综合，不宣称相关论文存在未经
原文确认的直接继承关系。

以 Coconut 为例，潜在阶段把前一个位置的最终隐状态作为下一个位置的输入嵌入。模型
没有先把它离散化成一个词，再查词嵌入表；但序列上仍多出一个计算位置，先前位置仍属于可
注意的历史 [12, 第 3 节]。Huginn 则在固定的一组位置上反复更新状态矩阵，完成选定轮次后
再通过终曲生成词分布 [9, 第 3 节]。两者都使用连续值，区别首先发生在状态的地址与生命周
期，而不是向量是否叫“思维”。

7.2 把“状态”从一个向量扩展为可访问的记忆

对追加连续位置的模型，可把一步记为

(uj+1,Kj+1) = Gθ(uj ,Kj ;x), (7.1)

uj 是进入本次计算的连续嵌入，Kj 表示既有历史的 KV 等缓存。这个式子是解释性抽象，不
是某篇论文的逐层实现公式。它强调：若只把 uj 当作完整状态，就会漏掉网络仍能读取的过去。
Coconut原文使用 KV cache避免重复计算已处理前缀，并指出连续步骤仍具有顺序依赖 [12,第
3 节]。

固定位置上的深度循环则可抽象为

Sr+1 = Fθ(Sr;E, Cr), (7.2)

其中 E 可表示反复注入的输入条件，Cr 表示该深度可访问的历史缓存。不是所有模型都具有独
立的 E 通道，也不是所有模型都共享 Cr。对于整段 prefill，Sr 可以是整个序列的状态矩阵；对
于增量解码，当前 token 的更新依赖历史 token 的缓存。这一抽象既容纳第六章的结构，也提醒
读者不要把推理时的单 token 更新画成每轮重新计算整个前缀。

上下对照图分别展示新增连续位置并保留旧位置，以及同一组位置跨深度更新。色彩是概
念标记，不量化激活，也不表示相同内存、注意力可见性或单步成本。

一个具体例子有助于理解：若问题需要记住三个中间量，追加位置的模型可以让它们在不
同历史槽位留下可读取的表示；固定位置循环模型则可以更新原有槽位，在当前状态中维护这
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图 7.1: 增加计算的两种地址组织：追加潜在位置会增加可访问历史；循环深度则在固定位置集合上更新
状态。颜色仅区分示意状态，不代表实测激活或质量。

来源与边界：概念性教学图；依据 [9, 12] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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些量及其关系。后者未必信息容量更小，因为它可能具有较宽状态和多个输入位置；前者也未必
显式保存了三个语义变量，因为潜在表示不受这种离散解释约束。比较时应改变状态预算并做
干预，不能仅用“一个向量”与“三个 token”判断机制强弱。

7.3 连续反馈也不只有一种接口

Coconut反馈的是最终隐状态。PonderLM则从预测的词分布构造加权词嵌入，并将其加入
输入嵌入后再次运行语言模型 [27, 第 2 节、图 2]。若 V ∈ R|V|×d 为词嵌入矩阵，则这种接口包
含

pr = softmax(zr), vr = p⊤r V. (7.3)

原文式 (7) 的多轮更新是累积残差：若 E0 是原始输入，vr 是第 r 次产生的加权嵌入，则 Es =

E0+
∑s

r=1 vr，不是每轮仅保留最新一次 vr。式(7.3)写的是完整词表分布；实际实验还采用 top-
100 候选近似来节省混合开销，见原文第 2 节脚注 1。下面的凸包判断针对公式中归一化的概率
权重，而不把截取候选的实现细节默认为完全相同。概率非负且相加为一，因此 vr 位于词嵌入
的凸包内。这是线性代数结论：它说明新增的反馈分量受到词表坐标的约束，整个残差输入 Es

则不受同一个凸包约束，却不说明一次计算只代表一个词，也不说明连续状态天然实现了离散
搜索树。对词分布取期望会把多个候选融合在一起；是否能保留后续计算需要的区分，取决于模
型和任务。

这一点也使“语言空间”与“连续空间”的二分变得过粗。Coconut 的接口跳过词表投影；
PonderLM 经过词表分布再回到连续嵌入；Huginn 的核心更新则在其专门的隐状态空间进行，
最后再读出词分布。三者可以都不生成可见中间文本，却在信息瓶颈、可解释接口与每轮计算代
价上不同 [9, 12, 27]。

比较对象 反馈接口 位置如何变化 训练信号的关键区别

Coconut 末层隐状态成为下个输入 潜在阶段追加位置 用课程替换语言步骤，监督
余下文本

Huginn 共享核心接收状态与固定条
件

既有位置沿深度更新 随机轮次上的下一词损失

PonderLM 词概率加权嵌入并作残差反
馈

在输入表示上重复处理 预训练学习 pondering

Ouro 共享层栈的输出状态 既有位置沿深度更新 多深度损失及退出分布

表 7.1: 计算接口的机制比较，依据各论文方法节；不是性能排名。

图示对照直接隐状态、词分布到加权嵌入、共享核心内部状态三类接口。中间通路仅展示一
次残差反馈接口，不是 PonderLM 全部累积计算；加权嵌入也不是并行运行多个完整模型。

7.4 计算可组合，监督却不能自动迁移

从计算图看，连续位置的每次前向完全可以由一个深度循环模型执行；反过来，循环核心也
可以接收由其他模型提出的潜在表示。因此两条路线并非互斥。但这是组合的可行性分析，不是
已经取得性能收益的实证结论。若有 J 个连续位置，每次运行 K 轮核心，在其他条件近似固定
时，主干工作量通常同时依赖 J 和 K；把两种“思考”放到一起，不会让它们的开销相互抵消。
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图 7.2: 三类连续接口：直接隐状态反馈、经词概率和词嵌入混合的反馈、共享核心内部的状态更新。中
间通路示意一次残差更新；多轮累计依正文方法定义，图中不表示并行离散搜索。

来源与边界：概念性教学图；依据 [9, 12, 27] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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图 7.3: 待执行的二维预算实验：分别改变潜在位置数与核心轮数，在固定训练预算下记录准确率、FLOPs、
延迟和缓存。空心格点代表待测配置，不是实验结果或推荐最优点。

来源与边界：概念性教学图；依据 [9, 12] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

更难的是训练职责。Coconut 的课程逐步替换显式推理步骤，损失仍施加在剩余语言 token
上；论文特别说明，目标并不强迫每个连续向量压缩被移除的那一句话 [12, 第 3节]。Huginn则
把不同循环深度作为预训练的一部分。前者提供了围绕问题求解的课程结构，后者提供了更广
泛的下一词任务和随机执行预算。把前者的结论当作后者会自然出现语义步骤的证据，或把后
者的预训练可行性当作前者无需课程的证据，都是跨越了监督条件。

一个严谨的混合实验应先固定输入、训练 token数和总推理预算，再分别改变连续位置数与
核心轮数。可以从一个二维网格开始：横轴 J、纵轴 K，记录每个配置的准确率、前向 FLOPs、
关键路径和缓存峰值。必须同时保留只增加 J、只增加 K 以及固定二者的基线。否则，一个混
合模型优于浅模型，只能说明用了更多计算，不能说明两条路线存在互补机制。

图给出不含准确率颜色或最优点的二维实验设计。格点表示待测试配置，旁边列出必须控
制的训练预算和必须测量的延迟、缓存。它是研究方案，不是已发表的实证热图。

7.5 中间状态可读，不等于中间状态因果充分

两条路线都可以在某一轮接上词表头，观察概率或解码结果。这个操作有教学价值：它让我
们看见输出如何随计算改变。但若探针能读出一个中间答案，不能立刻断言该答案就是后续计算
使用的因果变量。Coconut 将词表投影用作潜在状态分析，PonderLM 的反馈本身经过词分布，
两者的“可读性”在模型中的地位也不相同 [12, 第 3–4 节][27, 第 2 节]。

本书建议把观察、干预和算法解释分开。观察问“能否恢复中间变量”；干预问“替换或破
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坏这个表示是否按预期改变答案”；算法解释还要问“这种关系能否在不同长度、干扰项和运行
深度上保持”。这是证据要求的综合，而不是已被所有模型满足的清单。尤其不能因两类模型都
在连续空间中工作，就断言它们都会同时探索许多离散分支。

7.6 一个让两条路线公平相遇的任务

可以设计一道由两个阶段组成的任务：先从带干扰的文档中收集若干事实，再将这些事实
按规则组合成答案。我们希望知道，增加潜在位置是否主要帮助保留多项证据，增加循环轮次是
否主要帮助修订和组合。不能直接把这个直觉写成结论；应先独立改变事实数量、规则链长度以
及无关文本长度，再观察不同预算分配是否产生不同失效模式。

例如，把事实数量固定，只增加组合链长度。如果循环轮数的收益随链长度上升，这与“增
加计算帮助组合”的假说相容，但仍可能由更大总 FLOPs 解释。接着固定 FLOPs，在较多潜
在位置和较多内部轮次之间重新分配预算，才开始接近机制比较。还可以保留文本长度但置换
关键事实，使模型必须真正使用输入条件；否则训练中常见的答案模式可能让两条路线都显得
有效。这些是实验提案，不是本书引用论文已经完成的测试。

记忆干预需要对称设计。对于追加位置模型，可以屏蔽某个潜在位置的缓存；对于深度循环
模型，可以替换某一轮中的一组位置状态。两种操作破坏的数量和分布未必相同，因此应报告影
响范围，而不是直接比较一个百分比的准确率下降。若恢复关键中间变量能够挽救错误轨迹，证
据会比单纯解码更强；若恢复无效，则需要考虑该变量只是伴随信号，或者干预破坏了其他必要
信息。

最后还应检查两种预算是否真正互补。如果混合配置始终被纯粹增加其中一轴的配置支配，
那么在当前任务、训练配方和硬件下，混合设计并未证明价值。如果混合配置形成新的成本–准
确率折中，再进一步分析是哪一类题目受益。这样，模型名称与“连续思考”的共同叙事会退到
背景，状态接口、记忆和更新次数成为可检验的研究对象。比较的依据仍是两篇方法中不同的地
址更新方式，而性能预期保持开放 [9, 12]。

沿着本章的比较，我们可以更精确地提出互补假说：追加历史位置也许有助于保存阶段性
证据，固定位置循环也许有助于对当前表示做反复修订。这里两个“也许”都应保留；它们需要
在相同计算与记忆预算下通过任务拆分和因果干预检验。无论采用哪种组合，最后仍要决定何
时读出。状态发生变化不保证答案更好，状态不再变化也不保证问题已经解决。下一章就从这个
停机难题继续。

40



第八章 何时停止：自适应计算与过度迭代

8.1 多做一步，可能是在离开正确答案

给定一条循环轨迹，读者很容易想象准确率随着轮数上升，直到趋于平稳。这个图形很适合
讲故事，却不是共享更新器自动满足的性质。训练只约束被监督的状态及其邻域；在更深位置，
模型可能继续改善、保持不变、振荡，也可能破坏已经足够好的表示。所谓 overthinking 在这里
是一个可测量的现象：某些输入在较早深度已经回答正确，继续更新之后却变错，而不是对模型
心理状态的描述。

早期 Deep Thinking 工作就研究了这种外推退化，并用重复输入 recall 与 progressive train-
ing 改善其研究任务上的稳定性 [3, 第 3 节]。但这些实验的循环网络与开放域大语言模型不同，
不能把解决特定算法任务中的过度迭代，升级为所有循环 Transformer 的保障。更重要的是，停
机不仅是省算力的附加功能；它决定我们最终选择轨迹上的哪个状态。

8.2 先把轨迹质量与读出策略分开

设第 r 轮输出为 ŷr，正确标签为 y。在最大预算 K 内，可以定义一个只用于分析的 oracle：

Aoracle(K) = Pr
[
∃r ≤ K : ŷr = y

]
. (8.1)

实际策略选择 τ(x) ≤ K，其准确率是

Apolicy(K) = Pr[ŷτ(x) = y]. (8.2)

同一条轨迹上，oracle 至少不会比真实策略差，但 oracle 使用了测试标签，只能作为诊断上界，
不能当部署结果。若上界很低，问题可能在轨迹本身；若上界高而策略低，才值得优先研究选择
器。这一分解与随机停止研究对 oracle–policy gap 的诊断相呼应 [15, 附录 C.3]。

教学图用“错、对、对、错”的人为序列，分别标出固定末轮、一个停机策略和事后 oracle
的选择。图中没有实验概率刻度。这个例子只说明选择问题，不声称所有模型都呈现该轨迹。

同样需要区分 best depth 和 final depth。前者在一组候选深度中选出较好结果，后者报告
预先确定的最后预算。若直接用测试集挑 best depth，再把它当成已知最佳部署配置，就把选择
信息泄漏进了评价。合理做法是在验证集上定阈值或深度，再在测试集上同时报告固定策略、最
大预算及不同预算下的结果。
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第八章 何时停止：自适应计算与过度迭代

图 8.1: 人为构造的轨迹说明读出选择的重要性：正确状态可能早于最终轮次出现。Oracle 使用标签，是
诊断上界；图中 Policy 的成功仅属于该例，不能推出实际策略总能选对。
来源与边界：概念性教学图；依据 [15] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第八章 何时停止：自适应计算与过度迭代

8.3 三类停止信号解决不同问题

ACT 累加停机质量，并通过剩余权重构造状态和输出的混合；它的训练还显式惩罚 ponder
cost。Ouro 使用逐轮条件退出概率构造退出分布：若 ar 是到达第 r 轮后停止的概率，则

q(r | x) = ar
∏
j<r

(1− aj), τ = min

r :
∑
j≤r

q(j | x) ≥ q0

 . (8.3)

乘积表示之前都没有停止，q0 为部署阈值；有限最大深度还需要末轮兜底。若要把这组权重当
作有限支持上归一化的退出分布，就需把未退出的剩余质量归入末轮（等价于将最后一个条件
退出概率置为 1）；这与部署时阈值未达到便返回最大深度的兜底规则应分别记录。它与 ACT
直接累加 sigmoid 输出并分配 remainder 的构造不同，尽管二者都可以用“累积到阈值”为直觉
说明 [11][28, 第 3.2 节]。

第二类信号来自预测置信度，例如词分布熵或相邻轮次分布变化。它们容易计算，却把“输
出确定”当作“继续计算价值低”的替代指标。模型可能非常确定地答错，也可能在两个等价表
述之间摇摆。第三类信号来自状态变化，如 ∥sr − sr−1∥。状态趋于稳定并不等于答案正确；不
同坐标尺度和归一化还会改变这个距离的含义。Ouro 第 5.4.1 节确实比较了隐状态差阈值、固
定退出和学习门控，但比较范围与任务必须保留 [28]。

其专门的 gate 训练使用相邻轮次任务损失的改善作为监督，损失信号对语言模型表征停止
梯度，让门控学习哪些更新仍有价值 [28, 第 3.4 节]。这里训练时可以利用标签，推理时只能使
用门控预测。原文 v1 同节公式与解释出现 t 和 t− 1 的索引不一致，因此本书仅引用其监督原
则，不将有歧义的具体索引抄成可执行算法。即使索引明确，贪心的一步收益也不保证全局最
优：某次更新可能暂时无收益，却为后续步骤准备条件。

8.4 训练时在哪一轮停止，也会改变学到的轨迹

如果模型只在第 K 轮被监督，它可以允许前面各轮处于不适合读出的状态。若多个深度都
要读出，训练就要求模型较早形成有用结果，或至少保持一个可被共享头解释的表示。由此，训
练停止分布不能当成无关实现细节；它改变目标函数

Lπ = E(x,y)EK∼π(·|x)ℓ(ŷK , y). (8.4)

Huginn 对深度采样，Ouro 在多轮损失上构造权重；随机停止研究则明确比较固定、长度匹配、
手工随机和学习随机停止日程 [9, 15, 28]。同样叫自适应计算，可能是在训练时选择监督终点，
也可能是在部署时决定何时退出，二者需要分别说明。

Kuo et al. [15]的主要诊断训练长度小于 20，在二进制加法上测试 20至 60等更长长度，并
扩展到 Dyck-1、Unique Set 和 Copy。其循环模型复用三层块；RL-Halting 每次采样一个停止
深度，以该深度的负损失作为奖励训练停止头 [15, 第 2–3 节]。论文发现随机日程可减轻一些运
行间与深度间的不稳定，但稳定的策略也可能停留在次优计算上，Copy 上的学习停止并非最优
[15, 第 4 节、附录 C.3]。因此“更稳”与“更会外推”必须分开测量。

图中三条独立展开链表示固定终点监督、随机终点监督及多终点加权监督。步数仅作示例，
损失路径表示训练监督而非推理状态更新；图比较目标结构，不暗示哪种策略获胜。
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第八章 何时停止：自适应计算与过度迭代

图 8.2: 三种监督终点：固定终点、抽样终点和多深度加权损失。图中的步骤数量为示意；下行橙色边表
示损失计算和汇总，不是推理状态更新，也不意味着三种方法具有相同训练成本。

来源与边界：概念性教学图；依据 [9, 15, 28] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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第八章 何时停止：自适应计算与过度迭代

图 8.3: 深度评估应分开记录训练阶段与梯度窗口、验证集上的深度或门控选择、测试时的固定策略及最
大预算。训练配置存在来源冲突时，应先核对再解释“未见深度”泛化。

来源与边界：概念性教学图；依据 [28] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

progressive training 提供另一个视角：先运行随机次数得到部分状态，截断早段梯度，再训
练后续随机次数把该状态继续推进。原方法把这种损失与完整展开终点损失结合，并保留输入
recall[3, 第 3.1–3.2 节、算法 1]。它试图减轻对某个固定轮次计数的依赖。由此得到的研究问题
并不是“循环多少次最好”，而是“模型是否学到了从多种可达状态继续工作的规则”。

8.5 真实模型的深度曲线应当怎样读

Ouro v1 的第 5.3 节给出基础模型和 Thinking 模型的逐深度结果。以该节表 10 的 1.4B 基
础模型 MMLU 五样本平均为例，报告的 4 轮结果为 67.45，8 轮为 64.49；同一表中若干其他任
务也在更深位置下降 [28, 第 5.3 节、表 10]。这两个数字仅是同一模型、同一表内的深度对照，
不是跨模型排名。它足以反驳“更多轮一定更好”，却不足以解释退化来自数值失稳、状态漂移
还是读出失配。

如第六章所述，论文将 5–8 轮称作外推，但其训练配方又包含前期 8 轮的条目。本书保留
这项冲突，因此不把该曲线作为严格“从未见过的 8 轮”证据。读者还应注意，某项任务的最佳
深度不必等于另一项任务，Thinking 后训练也可能改变曲线。报告一个平均 best 值会遮蔽这种
结构。

本章第三幅图使用概念性评估账本：同一模型的训练阶段深度、验证选择深度、测试最大深
度分别占一栏，并标出冲突需要核对。图中没有数值性能曲线；前文的表 10 数字只用于说明同
一模型增加轮数仍可能退化。
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第八章 何时停止：自适应计算与过度迭代

最后，平均少运行两轮不自动意味着服务延迟减少一半。一个 batch 可能被最慢样本拖住，
token 退出可能产生稀疏访问和调度开销，还可能改变历史 KV 的可用性。MoR 把路由、缓存
与跨深度批处理放在一起研究，正说明停止策略需要系统设计配合 [1, 第 2–3 节]。公平评价应
同时给出正确率、平均轮数、尾部轮数及真实延迟，说明计算粒度是样本还是 token，并让固定
深度基线拥有同样的调优机会。

8.6 从停止阈值到可以部署的决策规则

设一个模型必须在固定服务预算内处理简单题和难题。平均轮数相同的两种策略可能表现
很不同：策略甲对所有题都运行四轮，策略乙对一半题运行两轮、另一半运行六轮。如果乙把六
轮分给真正能从额外更新获益的题，它可能更好；如果它把六轮分给始终答不对的题，预算便被
浪费。题目困难程度和追加计算的边际收益并不是同一变量。

这意味着 gate 的监督最好明确回答“继续是否值得”，而不只是“当前是否不确定”。训练
标签能够告诉我们某次更新是否降低损失，但部署时无法看到这个标签。校准实验可以按 gate
给出的继续概率分组，再统计追加更新的实际收益，检查高概率组是否真的更值得继续。同时保
留无收益和负收益的比例；仅报告平均改善，会掩盖少数被过度迭代破坏的样本。Ouro 的损失
改善监督提供了这种问题意识，但本段的分组校准是本书建议的进一步审计 [28, 第 3.4 节]。

分布变化会让这一审计更重要。在训练集上，低置信度可能主要来自尚可修正的中间状态；
在新领域中，它也可能来自模型根本缺少知识。若 gate 把二者都解释成需要更多循环，就会增
加成本而不提高正确率。相反，模型在错误知识上十分自信时，置信度停机可能很快退出。因此
停止策略需要在新的任务类别和输入长度上单独验证，而不能只沿用训练分布上的阈值。

报告时可以给出三种互补视图：按预算的总体准确率，按样本的首次正确与最终正确转移，
以及实际策略相对 oracle 的差距。第一种用于部署取舍，第二种揭示过度迭代是否集中于某些
题型，第三种定位停止选择器是否还有提升空间。随机停止论文的 oracle–policy 分析展示了最
后一种诊断的价值；本书将它与预算及样本转移结合，是评估设计建议 [15, 附录 C.3]。三种视
图缺少任何一个，都可能把“轨迹没有能力”和“有能力但没选对”混为同一个失败。

我们现在可以提出一个更严格的目标：好的自适应系统不仅应拥有有用的深度轨迹，还应
在不看标签的情况下选择合适读出，并在真实执行系统中兑现预算收益。稳定性、正确性、选择
质量和延迟是四个相关但不同的量。第九章将讨论理论能够约束其中哪些量，第十章则把它们
落到可复现的评估与成本账本上。
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第九章 理论的边界：能表示、能学会与能泛化

9.1 先问是哪一种保证

前几章把额外计算放进了不同容器：可见文本、连续向量、共享模块的重复调用。理论研究
的价值，是迫使我们说明容器的容量与调用规则；它不能替我们决定实际模型是否用好了这些
资源。阅读一句“循环 Transformer 能执行算法”时，应把它拆成三个问题：是否存在一组参数
实现算法，给定训练程序能否找到这组参数，找到后能否在新的长度和分布上继续正确。三个问
题分别涉及表达能力、可学习性和泛化，不能相互代替。下文对几类定理的并列，是本书的综合
框架，不是这些论文共同证明的一条定理。[13, 17, 23]

一个具体例子是奇偶校验：输入若干二进制位，输出其中一的个数是否为奇数。我们可以按
顺序维护一个一位累加器，也可以把两两异或组织成树。两种算法计算同一函数，却有不同的
串行深度、并行宽度和中间存储。因此“这个任务需要多少步”在未限定计算模型前没有唯一答
案。连续状态、离散 token 和注意力头能处理的信息不同，换容器可能正是在改变问题中的资源
约束。

把表达、学习和泛化画成三道独立关口，比把它们画成必然上升的阶梯更准确。通过第一关
只意味着解在模型类中；通过第二关还需要说明数据分布、损失、初始化和优化规则；第三关必
须声明测试变化的是长度、组合方式还是输入分布。一个有限长度上的高准确率实验，也不是对
任意长度的全称命题。

9.2 计算模型的资源不能藏在形容词里

为方便审查，记输入长度为 n，每次调用的层数为 L，隐宽为 d，数值精度为 b，重复调用
次数为 r，额外生成长度为 t。资源描述至少包含

R(n) = (L(n), d(n), b(n), r(n), t(n),注意力规则). (9.1)

这是本书的记账记号。它提醒我们：常数层数并不等于常数时间，固定参数数量也不等于固定数
值信息量。允许随输入增长的精度，或者允许每个输入长度使用一套参数，都会改变结论。理论
中的任意精度实数也不能自动替换成工程中的 BF16。

《The Expressive Power of Transformers with Chain of Thought》明确研究对数精度：输入
长度 n、中间解码长度 t(n) 时，允许的精度随 log(n+ t(n)) 增长。其构造性能力结果使用饱和
注意力，即在达到最大分数的位置之间平均分配质量；图灵机模拟还需要严格因果掩码，当前位
置不能看自身，并使用允许投影后归一化的 projected pre-norm。这些不是脚注中的装饰，而是
实现信息检索与状态更新的工具。[17]

该文证明线性数量的中间解码步骤足以识别任意正则语言，并构造图灵机模拟。这里的“足
以”是存在性结果；参数按目标算法设计，论文并未由此证明自然语言预训练一定学到该算法。
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图 9.1: 概念示意：存在解、训练找到解与新输入上保持正确需要不同证据；问号处是尚需补充的条件。
来源与边界：概念性教学图；依据 [13, 17, 23] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

涉及无中间解码模型与正则语言能力差异的论述，还要保留文中的复杂度类分离假设。把它简
写成“普通 Transformer 不会推理，CoT 会推理”，既抹去注意力与归一化条件，也把一个形式
语言结论偷换成了人类任务分类。[17]

另一个方向问的是必须付出多少中间长度。《Lower Bounds for Chain-of-Thought Reasoning
in Hard-Attention Transformers》在唯一硬注意力 UHAT下得到奇偶校验所需 CoT长度为 Ω(n)

的下界。其注意力每头选择一个位置，平局按固定规则处理；跨长度允许一族模型，但层数与头
数一致有界，宽度不必一致有界。这个比单一长度泛化模型更宽松的设定仍受到下界约束。[4]

需要特别小心：这个证明不是“一个头每次只看一个位，所以必须看 n 次”的口头计数。被
选中的位置本身由整个输入决定，选择行为已经可能携带信息。原文通过输入限制与敏感性分
析控制这种间接通道。因此其结论既比朴素数格子严谨，也比“所有 softmax 模型都至少需要
线性步骤”狭窄。这里的唯一硬选择，不能与允许并列最大值平均的饱和注意力混为一谈。两个
模型类不同，定理看似冲突时应先检查这一点。[4]

9.3 循环可以逼近函数，但逼近什么函数

循环模型把同一块参数反复应用。这种共享约束带来一个自然问题：它是否仍能像非共享
深层网络那样逼近复杂函数？《On Expressive Power of Looped Transformers》研究固定长度连
续序列到序列函数，主要定理的目标类是在紧致区域上连续且置换等变的函数，误差用 Lp 范数
度量。其分析中的 Transformer 不含层归一化，用 softmax 近似 hardmax，并把循环次数与目
标函数的连续性模量联系起来。[23]
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图 9.2: 概念示意：精度、注意力选择规则与串行步骤共同限定理论模型；并列最大值平均为一个注意力
结果，分格不代表具体位数。

来源与边界：概念性教学图；依据 [4, 17] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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其定理还要求循环次数超过序列长度；由逼近界得到稠密性的推论允许无限精度权重。换
言之，这里不能把“固定大小模块”理解为有限精度、固定时间的万能计算器。参数数目、权重
所需位数和运行次数被分别计量，正是这项理论比笼统的通用逼近口号更有用的地方。[23]

连续性模量可以直观理解成“输入挪动一点，输出最多挪动多少”。序列模型还要区分整个
序列变化、单个 token 变化、token 所处上下文变化。该文由此定义不同模量，揭示共享映射逼
近不同上下文输出时的约束；随后引入时间步编码调制参数的 TMLT。这里的理论价值是指出
哪些函数特征会进入逼近界，以及怎样给共享计算补充阶段信息，而不是给出一个对所有任务
都成立的最佳循环次数。[23]

尤其不能把“固定长度上的通用逼近”读成“任意长度的泛化保证”。前者的定义域已固定，
构造可以依赖该定义域与精度要求；后者要求在未见长度上继续遵守同一规则。该文同时讨论
参数量与权重表示的位复杂度，也提醒我们不要把少量可学习标量误认为廉价的完整算法。若
数值表示或循环次数随精度急剧增长，参数上的节省不等于计算预算上的节省。这是从其资源
分析得到的解释，实际延迟仍要测量。[23]

9.4 从构造走向训练，需要补上哪些条件

近期《Transformers Provably Learn to Internalize Chain-of-Thought》把问题推进到训练
动力学：它研究 k-parity 的树形中间监督，提出按树层几何移除思维位置的 Log-ICoT 课程，在
指定设定下用 L = log2 k 个训练阶段学习多层模型。这个结果的意义在于给出“中间监督如何
逐层内化”的一条可分析路径，而不只是展示内部能够容纳答案。[13]

但它分析的是专门设计的简化模型。可训练部分主要是由位置编码决定的注意力矩阵；值
矩阵固定，非线性连接函数满足特定条件，层间使用门控与分块移位，因果掩码受树层级限制。
训练每阶段取新样本，做规定的梯度更新与整数化，并使用阶段相关学习率。理论嵌入维度也依
赖输入、批量及层数。若删掉这些条件，只留下“Transformer 已被证明能学会隐式推理”，就会
把证明真正解决的困难全部隐藏起来。[13]

更具体地，理论任务取 k = 2L 且 k = Θ(n)，每阶段批量至少按规定的多项式规模增长，并
对梯度 oracle 精度提出要求。其推理输入仍保留被置零的原 CoT 位置，而非把所有中间位置从
计算图中删除。因此“一次前向”意味着不再逐个自回归输出中间 token，不意味着序列位置、
注意力工作量和中间存储全部为零。阶段减少也不等于训练总成本等比例下降，因为每阶段样
本量和计算图同样进入成本。[13]

这类结果仍然给实验提供了有价值的问题。比如中间监督是否必须遵循依赖图的层级？取
消阶段门控后，先前学会的中间量是否会被覆盖？把手工树换成有共享子问题的图，几何移除是
否仍然成立？这些是本书据理论结构提出的研究假设，不能算作原文已经证明的推广。合理做法
是逐项放宽条件，记录性能何时下降，并定位下降来自表示丢失还是优化失败。

9.5 把定理变成可以使用的阅读工具

评价一项理论工作时，可以先写出它的量词：是对每个函数存在一个模型，还是同一个学习
程序以高概率找到模型？接着列出随 n 增长的资源，再列出训练是否在结论内。最后问目标任
务与实际任务之间还缺什么桥梁。这样并不会削弱理论；相反，它使理论能够排除错误解释，并
帮助设计更有分辨力的实验。
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图 9.3: 概念示意：逐项放宽门控、掩码与量化条件，再分别验证学习行为；减号表示移除该条件，未表
示实验已成功。

来源与边界：概念性教学图；依据 [13] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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例如，若一个训练好的固定深度模型在很长输入上突然失败，表达下界可能解释失败为何
不可避免，也可能完全不适用，因为实际注意力属于另一模型类。若循环模型随测试步数增加而
变好，存在性构造不能说明它学到了所构造的算法；还需要中间状态和干预证据。若内化模型在
训练分布上保持准确率，学习定理也不能直接支持组合外推。第十章把这些逻辑区分落实为预
算与对照，第十一章继续追问内部状态是否真的参与了所声称的计算。
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10.1 为什么一个更短的答案仍可能更贵

隐状态方法最容易展示的是可见推理 token变少，循环模型最容易展示的是参数复用。两者
都是真实的结构变化，却都不能单独证明部署成本降低：少输出文字的模型可能做了更多内部
前向，参数共享的网络可能把同一块权重读写和计算很多次。CODI 把监督轨迹转入连续状态，
TRM 把小网络递归用于状态与答案更新，正好说明“输出长度”和“参数数量”各自只覆盖了
计算图的一部分。[14, 20]

本章提出的评估协议是本书的综合建议，不声称所有论文已经按此执行。基本原则是先明
确要买什么：更高准确率、更低单请求延迟、更高吞吐，还是更少部署显存。它们可以同时改善，
也可能相互交换。以参数受限设备为目标的循环模型，不必在延迟上全面胜出才有价值；但它应
准确说明自己改善的轴。

10.2 把一条推理请求拆成计算图

设输入预处理的成本为 Fpre，第 j 个潜在位置调用了 rj 次循环核心，核心在当时上下文长
度 nj 下的成本为 Fcore(nj)，输出共 o 个 token。一个便于审计的分解是

Frequest = Fpre +
k∑

j=1

rjFcore(nj) +

o∑
i=1

Fout(ni) + Fselect. (10.1)

这是记账用的抽象，不是某篇论文的精确 FLOPs 公式。具体实现必须避免重复计费：若输出前
向已经包含核心循环，就在输出项内部展开，不再加一次。若候选生成、验证器或重排序器参与
最终决策，它们进入 Fselect。视觉编码、检索或教师调用也不能因为发生在“主模型”外就消失。

在同一请求中，至少区分总存储参数、一次调用所用的活跃参数，以及沿整条轨迹重复发生
的参数使用。对于一个没有条件路由的共享核心，重复调用并不会创造新参数，却会创造新的运
算。训练账本还需要前向次数、反向覆盖的步数、优化器状态与重计算；截断梯度让一部分前向
没有对应反向，不意味着这些前向免费。TRM 的伪代码显式区分无梯度递归与带梯度递归，是
阅读这种账本的好例子。[14]

延迟还取决于串行关键路径。两个独立候选可以在资源充足时并行，一条递归轨迹的后一
步却依赖前一步。反过来，短序列上的多个小调用可能受内核启动和带宽限制，算术操作少也未
必快。因而“步数减少不自动推出延迟降低”是一个测量纪律，而不是声称两者毫无关系。图中
将存储、工作量与时间分列，正是为了避免从其中一项直接推断另外两项。
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轴 应记录的量 容易混淆的替代量

模型容量 总参数、活跃参数、权重精度 只报核心参数

训练投入 数据身份、样本曝光、前反向预算 只报训练步数

推理工作量 潜在步、循环步、输出步、总 FLOPs 只报可见 token
时间 指定硬件下延迟分布与吞吐 理论操作数

内存 权重、激活、KV、峰值分配 checkpoint 文件大小
选择开销 采样次数、验证与重排序 最佳候选的单次成本

表 10.1: 本书建议的成本账本。各列是测量口径，不是任何模型的实测结果。

图 10.1: 概念示意：共享一份权重仍可对应多次前向计算；存储、工作量和实际时间需要分别核算，四
次调用仅为示意。

来源与边界：概念性教学图；依据 [14, 20] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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图 10.2: 概念示意：固定参数、训练计算、推理计算与延迟是四类不同的比较实验，图中不表示这些条
件能同时配平。

来源与边界：概念性教学图；依据 [14, 23] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

10.3 公平比较需要不止一个切面

固定总参数回答的是：存储相同规模权重时，哪种计算结构更有效？固定训练 FLOPs 回答
的是：投入同样训练计算后，哪种模型更好？固定推理 FLOPs 回答的是：同样请求预算下，哪
种使用方式更好？固定延迟则加入了硬件和实现效率。除非专门构造实验，这些约束不会自动同
时成立。把某个切面的胜利说成所有维度的优势，会制造无法解释的结论。

对一个共享核心的候选方案，建议至少建立三个基线。第一是结构相近、训练预算相同的非
循环模型，检测额外循环是否值得。第二是同样可增加推理预算的显式 CoT 或重复采样模型，
检测潜在计算是否比其他花钱方式更有效。第三是移除核心机制但保留辅助监督和训练时长的
消融，检测收益究竟来自循环、教师信号还是新增数据。若条件无法完全配平，应公开差额并降
低结论强度，而不是把不一致藏进模型名称。

一个假想例子能说明问题：方案甲使用较少潜在步，方案乙使用较多文本步，但甲在每步重
算整个前缀、乙复用 KV缓存。只数步骤会偏向甲，只数每步复杂度又可能漏掉乙随序列增长的
缓存。正确实验应从实际调用轨迹累计操作量，并分别报告原生实现和经过等量优化后的实现。
这是教学例子，没有对应的实测胜负。
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10.4 训练成本不能从推理故事中退出

内化方法经常先学显式过程，再移除过程。训练期间的教师轨迹、蒸馏损失和课程阶段都
是得到最终学生的原因，也都是成本。CODI 使用教师和学生模式并通过隐状态对齐传递信息；
Log-ICoT 理论课程则按阶段采样和更新。两者的具体协议不同，但都说明最终推理图不是完整
生产账单。[13, 20]

建议把已有基础模型视为共享起点，并另外报告本方法的增量训练成本；若比较方基础模
型不同，再补充完整训练历史可获得的部分，不能把未知成本记成零。蒸馏还需要区分教师生成
一次缓存轨迹与每个批次在线运行。对于会被调用大量次数的产品，训练成本可以按预期请求
量摊销，但摊销数量必须明确。总生命周期成本可以写成 Ctrain +NCinfer，其中 N 是使用情景，
而不是普遍常数。

反向图也会改变同预算比较。若方法截断了大部分循环的梯度，其每个训练样本可能比全
展开反传便宜；节约的预算可以用于更多样本或更多步。若基线没有获得相同总预算，性能差异
就同时包含架构和训练曝光差异。HRM 与 TRM 都让深监督和梯度处理成为设计的一部分，正
因此不能只用一次前向的层数来总结训练公平性。[14, 21]

10.5 可信效果来自怎样的测试

首先固定数据身份与划分，防止同一题的表面变体跨集合泄漏。算法任务还应把长度、依赖
深度和运算分布分开控制：输入更长不必然需要更多串行推理。对自然语言题，保留解析失败、
无效输出、拒答和超时；若只统计成功解析者，短输出模型与长输出模型可能受到不同选择偏
差。

其次，把单次作答、多个候选中的最好结果与自动选择后的结果分开。只有在部署时真的有
完美裁判，oracle 最佳候选才是可交付能力。自适应停机尤其需要逐样本保存步数和正确性，因
为平均步数可能掩盖少数困难样本的预算爆炸。需要同时画准确率对平均成本与尾部成本的关
系，报告预算上限内未完成的比例。

再次，区分固定 checkpoint 的推理预算扫描与每个预算重新训练。前者测量同一个已训练
系统是否能利用更多测试计算；后者测量一个模型族的预算适配能力。若测试集被反复用于选
步数或挑 checkpoint，即使没有直接反向传播，也已经参与了模型选择。应在验证集冻结配置，
在保留测试集上做一次报告，并把探索性结果单列。

最后，需要对不确定性负责。多随机种子应保留逐种子结果，困难度分桶应报告样本数，配
对方法比较应使用相同题目。与只给一个最高分相比，报告预算范围内的效果曲线和失败类型
更能判断额外计算在解决什么。这里的曲线必须由真实日志绘制；概念插图只能展示坐标含义，
不能凭空安排某条方法曲线领先。

10.6 一份足以复核的最小报告

读者应能从报告还原三个对象：哪一个模型、在哪一批输入上、执行了怎样的计算。例如，
若内化课程把中间 token 换成零填充，输出上已经看不到轨迹，但这些位置可能仍占用注意力
与激活空间。Log-ICoT 的理论推理设置就是保留置零思维位置的明确例子。报告“零生成思维
token”时，应同时写出这些位置是否还被计算；否则读者无法知道省去的是自回归串行过程，还
是连并行状态空间也一并省去了。[13]
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第十章 成本与可信评估：让每一份额外计算有账可查

图 10.3: 概念示意：同一份逐请求轨迹支撑效果、成本和失败模式的联合审计；路径长短不对应实测结
果。

来源与边界：概念性教学图；依据 [14, 20] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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最小记录包含 checkpoint 标识、代码版本、数据版本与划分、精度、批量、硬件、缓存规
则、训练预算、推理预算、停止与选择规则，以及逐题输出和计时日志。冷启动与预热后的性能
分开，测量 GPU 时间时处理异步执行，并说明预处理与结果后处理是否进入时间窗。

复核时还可以抽取少量请求，对照模型日志、设备计时和解析后的答案逐项检查。特别要核
验终止条件：计时结束点是最后一个潜在更新、首个答案 token，还是完整输出到达调用端？三
者分别对应内部计算完成、首 token 延迟与端到端延迟。它们都可以报告，但不能用较早的结束
点与另一方法的完整请求时间比较。

这不是要求每篇论文都完成所有部署工程，而是要求结论与证据相称。只有 token 计数时，
可以说减少了可见生成；只有 FLOPs 估计时，可以说减少了估计算术工作量；有相同硬件测量
时，才报告该环境下的加速。下一章进一步检查：即使账目和准确率都清楚，模型内部执行的机
制是否与我们讲述的故事相符。
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第十一章 扩展与机制审计：状态里到底发生了什么

11.1 从语言向多模态迁移，究竟增加了什么

连续向量不受单个词的词表限制，因此看起来适合承载图像、空间关系与文字之间的中间
表示。但“模型使用向量”本来就是视觉语言模型的常态；真正需要辨认的是向量是否在答案前
被额外更新，更新能访问什么信息，以及这些访问是否改变决策。多模态输入本身不能证明模型
已经在进行多模态潜在推理。

MCOUT 提供了一个具体案例。其原文以视觉编码器与语言模型构成基础架构，先组织视
觉与文本嵌入，再增加连续思维位置。MCOUT-Base 将最后的隐藏状态反馈为下一思维嵌入；
MCOUT-Multi 则让该状态通过多模态潜在注意力与输入嵌入结合。新思维嵌入被追加到输入
序列中，随后继续计算。[18]

这个机制属于沿序列追加潜在位置的反馈，不能仅因“迭代细化”四个字就将其归为固定序
列上的共享深度循环。也不能把访问既有视觉嵌入说成每步重新看原始图像：若视觉编码器只
运行一次，之后重复读取的仍然是那份表示。这样的区分会改变成本估计，也会改变能力预期。
初始视觉编码已经遗漏的细节，后续状态更新未必能够恢复。

MCOUT在视觉语言任务上的报告提供了探索证据，但本文只把其架构作为可分析实例，不
把某个最优增益推广到所有多模态任务。特别是“跨模态对齐改善”的机制解释，需要模态消融
或干预来支持；总分提高也可能来自额外计算、辅助训练信号，或者利用更强的语言先验。原文
中关于人类反思的动机不构成相同认知机制的证据。[18]

一个具有分辨力的测试是制作视觉最小对：只改变图中一个决定答案的关系，保持问题文
字不变；再制作文本最小对，保持图像不变。分别在不同潜在步骤替换视觉嵌入，检查答案何时
随证据切换。若只在初始步骤替换才有效，模型可能早已把信息压进状态；若后期替换仍按任务
语义改变答案，才支持后续步骤持续读取相关模态。这个实验是本书建议，不是 MCOUT 已完
成的结论。

11.2 层级递归是计算调度，不是架构阵营

HRM 的命名强调高低层级与不同更新频率，容易让人将它放到“非 Transformer 推理”一
栏。然而原文架构说明明确：高层与低层循环模块都采用 encoder-only Transformer 块，输入通
过逐元素相加组合，并使用旋转位置编码、门控线性单元与 RMSNorm 等组件。因此更准确的
说法是，它在 Transformer 计算模块之上组织层级递归和监督。[21]

可用下面的概念式理解其调度：低层状态较频繁地结合输入与高层状态更新，高层状态较
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图 11.1: 概念示意：初始读取、重复读取固定视觉表示与重新编码图像是不同操作；新视觉证据进入持
续更新的状态链。三行是机制对照，不表示 MCOUT 实现了全部三种方式。
来源与边界：概念性教学图；依据 [18] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

60



第十一章 扩展与机制审计：状态里到底发生了什么

图 11.2: 概念示意：HRM 调用高低两个 Transformer 模块，TRM 复用一个网络更新潜在状态和答案表
示。图仅示模块调用与复用关系，省略多状态融合、输入注入、梯度与精确循环次数；颜色深浅不编码模
块身份。

来源与边界：概念性教学图；依据 [14, 21] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。

低频地吸收低层结果，输出从高层状态读出。

z
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L = fL(z

(i)
L , z

(j)
H , x), (11.1)

z
(j+1)
H = fH(z

(j)
H , z

(end)
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这里省略了具体的加法融合、初始化和循环索引，只表达信息依赖。不能从高低层命名推出高层
一定负责抽象计划、低层一定负责执行；那需要任务分解或因果证据。不同频率先是一种计算图
事实，功能分工是另一个待检验命题。

HRM 使用一阶梯度近似和分段深监督以处理很深的展开。固定点语言帮助解释该近似的出
发点，但有限次前向是否到达足够接近的固定点，是实证问题；收敛也不等于答案正确。TRM
论文正面讨论了这个缺口，报告所检查轨迹在实际计算范围下不满足理想的固定点图景，并提
出改用对完整递归单元反传的设计。这里应把它视为后续论文对特定设置的分析与替代，不能
升级成所有 HRM 训练都无效的判决。[14, 21]

TRM用一个小网络反复更新潜在状态 z，再更新答案表示 y，两者在监督步骤之间传递。原
文同时讨论带自注意力与将自注意力替换为沿序列维度 MLP 的变体，且不同任务对两者的偏
好不同。这使“Transformer 与非 Transformer 谁胜出”的笼统问法失去作用；真正可控制的变
量是跨位置混合方式、状态数、递归次数、梯度覆盖和监督安排。[14]

这些模型在数独、迷宫、ARC 类任务上的结果值得研究，因为输入结构、输出约束与重复
计算比较清楚。但小型专用任务上的监督学习成绩不能直接等同于开放领域语言推理。更有价
值的迁移问题是：哪些结构约束让反复修正答案有效？对自然语言开放输出，错误能否像格子约
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束冲突一样被内部状态发现？如果不能，单纯增加递归次数可能只是让既有判断更加稳定。

11.3 可解码的中间量，尚不是被使用的中间量

假设一个探针能从第 r 步状态 hr 预测中间变量 s，即 q(hr) ≈ s。这说明在该探针类和数
据分布下，状态含有可恢复的信息。它没有证明主模型的答案读出使用了 q，也没有证明该信息
是经由预期步骤计算而来。状态可能保留了全部输入，探针自己完成了部分计算；同一答案也可
能通过另一条捷径获得。

Logit lens、线性探针与注意力图各自回答不同问题。Logit lens 借用输出映射查看可读内
容，线性探针检查一种简单读出能恢复的信息，注意力图显示某个信息路由的权重。三者均不能
仅凭一张热图宣布因果机制。尤其是注意力权重大，并不意味着该位置的值向量对最终答案贡
献最大；后续非线性与其他路径可能抵消或替代它。

《Do Latent-CoT Models Think Step-by-Step?》在 CODI 的多项式迭代任务上把这些诊断
与 activation patching 结合起来。任务有明确状态更新 st = st−1xt + b (mod m)，因此可以检
查每个中间量。论文在浅层少跳任务中发现桥接状态，同时发现最后输入可直接进入答案读出；
随着跳数增加，这些诊断没有显示稳定、完整的可解码逐步轨迹；这不排除现有读出未捕获的其
他编码。[16]

这项工作的重要性不是宣布“所有潜在推理都是假推理”，而是提供了反例构造方式：正确答
案和部分可解码状态可以与非预期路径共存。其主实验使用特定 CODI 训练协议与小型 GPT-2
风格模型；模数与更新函数也影响历史信息是否可压缩。作者观察到素数与合数设置的差异，并
用多对一收缩解释其中部分机制。因此结论应保留任务代数结构，不能扩大成自然语言推理的
一般规律。[16]

11.4 怎样做有分辨力的因果实验

Activation patching的基本操作是，把干净运行的某处激活移入被扰动的运行，观察输出是
否恢复。它比相关探针多走了一步：实验主动改变中间变量。但仍要问替换的是什么。若复制整
个残差流，恢复可能来自携带答案或其他信息，而不只来自想研究的中间状态。若破坏制造了分
布外激活，性能下降也可能只是网络受到异常冲击。

因此建议先在自然输入对上定义明确的反事实。例如两道题只有第二个操作数不同，正确
中间值和最终答案都可计算。先确认破坏确实改变目标答案，再检查在指定步骤置换状态是否
按反事实方向改变输出；增加同任务无关位置替换、随机匹配替换和后续步骤替换作为对照。若
只发生“任意替换都坏”，证据支持脆弱性，尚不足以支持语义清晰的因果变量。

探针实验本身也需要保留训练和测试边界。探针应在独立样本上训练，容量与正则化选择
不能直接使用最终机制测试集；不同步骤的探针要有相同容量预算。再加入只读输入的探针作
为对照：若不看潜在状态也能同样恢复中间量，状态探针的高分可能主要反映任务本身易预测，
而非计算已经完成。若换一种编码或非线性探针才读得到，也只能说明所选读出类的限制，不能
立刻宣布模型没有该信息。

还应区分必要性和充分性。删除一路使性能下降，可能说明该路必要，也可能说明删除破坏
了分布；补入一路可以修复，说明在该干预条件下它足够携带有用信息，却不说明原模型只靠这
一路。更强的机制解释要让多种局部干预形成一致图景，并承认模型可能有冗余通道。本书据此
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图 11.3: 概念示意：探针只读取状态，激活替换则把干净运行的状态移入扰动运行并检查模型输出；旁
路可能同时影响答案。Readout在左上指探针，在左下指主模型后续读出，符号节点不表示已恢复正确答
案。

来源与边界：概念性教学图；依据 [16] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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把探针、干预和跨分布验证视为互补工具，而非一个万能证明等级表。

11.5 不把不可见误写成神秘

隐去文本只改变了观察窗口。隐藏的文字推理仍是离散生成，连续状态可以只是压缩摘要，
循环轨迹也可以包含大量近似恒等更新。反之，没有逐步对应自然语言解释的内部算法也可能
是有效算法。研究目标应是辨认哪些输入信息经由哪些状态变化影响输出，以及这些变化是否
值得其成本，而不是要求每个向量都翻译成一句人话。

一个值得保留的反直觉可能是：模型做对了题，却没有执行我们期待的步骤。这不必意味着
结果无价值；若捷径在目标分布上可靠且便宜，它也可能有实际用途。问题发生在把这种成功当
作更长组合任务的保证。机制审计的任务是界定迁移条件，而不是给算法贴上“真正思考”的身
份标签。相反，即使干预支持某条逐步路径，也应继续检查它在错误样本中是否仍然存在，以及
它是否比更简单基线划算。

这一立场把多模态、层级递归与机制分析连接起来：先画真实计算图，再说明监督和梯度如
何进入，最后用可失败的实验检验功能解释。第十二章据此提出研究程序，让“压缩”“更多计
算”“算法泛化”这些常被混用的词分别面对可测量的预测。
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12.1 可以带走的结论与仍然缺少的桥梁

全书的两条路线都在重新安排计算。潜在思维把一部分中间过程移出可见词表；循环深度
把一部分额外计算交给重复使用的模块。它们可以组合，但并不天然相同：追加状态位置会改变
序列和缓存，固定位置循环会改变深度和状态轨迹。参数共享、可见步骤减少、预算增加和准确
率提高，是需要分别证明的命题。前面的形式模型、成本分析和机制反例共同支持这种拆分，而
不是支持一种架构普遍取代另一种的结论。[16, 17, 23]

现有证据留下三个相互关联的缺口。第一，潜在状态到底在压缩已完成的信息，还是创造新
的任务相关计算？第二，共享更新是否学到了可重复使用的规则，还是仅在训练深度内拟合了轨
迹？第三，自适应调度是否能把预算分配给真正可修复的错误，而不是只选择容易样本提前结
束？本章的方案均是本书提出的研究假设与实验设计，不是已有结果。其目的不是增加方法名
称，而是让失败也能提供信息。

12.2 研究一：压缩与新增计算可以怎样分离

这个问题来自 CODI 的机制分析：在部分任务上可以发现中间桥接状态，但更长链条的诊
断未呈现完整的可解码逐步轨迹；任务更新的可压缩性又会改变结果。[16] 因此仅比较显式轨迹
长度与潜在步数，无法确定学生是把多个步骤合并执行，还是利用了终点预测的捷径。

建议先使用可生成精确中间状态的任务族，分别控制依赖深度和信息收缩程度。第一阶段复
用多项式迭代，并记录每个更新在有限状态空间中的多对一程度；随后扩展到有限状态机组合。
素数或合数不能作为唯一解释变量，因为模数大小、可达状态频率和标签熵也会变化。实验应匹
配这些统计量，另外加入相同序列长度但不同依赖深度的样本。若仍无法完全匹配，应报告残余
差异，而不是把它算作机制证明。

在同一个基础模型、相同训练样本与训练 FLOPs 下，比较答案监督、显式中间监督、仅终
点表征蒸馏和分阶段中间状态监督。潜在步数与状态维度分开扫描，并记录实际前向预算。主指
标是保留组合上的准确率，以及在控制输入后，中间状态干预对输出产生的方向性影响。探针作
为定位工具，不能单独决定成功。

关键干预是“续算测试”：选择处在相同计算阶段、但具有不同已知中间值的两条自然轨迹，
把供体状态移入受体运行，同时保留受体的后缀操作。先计算由供体中间值和受体后缀共同决
定的反事实答案，并优先选择该答案不同于受体原答案的配对，观察模型是否按置换后的语义
状态续算。另用中间语义相同而前缀表面不同的配对检验表示兼容性；仅在这些配对上成功，不
能证明状态的因果作用。还需要无关状态替换、等距离随机扰动和只替换输入缓存的对照，避免
把状态搬运与缓存搬运混淆。若探针能解码，但续算不跟随置换的中间值，优先考虑被动保存或
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图 12.1: 概念示意：压缩、规则复用与下一步是否有益，分别需要状态置换、深度外推和边际收益等不
同检验；图中未给出实验结果。

来源与边界：概念性教学图；依据 [14, 16, 23] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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旁路解释。若续算有效却随依赖深度迅速退化，支持局部可组合更新，但长程稳定性仍未解决。

相反，若短潜在轨迹能在低收缩任务中稳定实现多步反事实续算，且在移除原输入旁路后
仍成立，这会增强“内部执行了可组合计算”的解释。即便如此，也不要求每一步与教师文本一
一对应：学生可能学到更并行的算法。真正需要保留的是任务状态转移的可组合性，而非教师叙
述的表面顺序。

12.3 研究二：共享规则、时间编码与深度外推

循环逼近理论指出共享权重对上下文输出映射的限制，并提出时间步调制；学习内化理论
则依赖分阶段结构化训练。[13, 23] 二者共同提出一个尚未由这些结果直接回答的问题：显式告
诉模型“现在是第几步”，究竟帮助它学会算法阶段，还是帮助它记住训练范围内的步骤表？

设计三种核心：不含步号的严格共享核心、使用有界或周期性步号编码的共享核心、使用可
外推连续步号特征的共享核心。另设参数量配平的非共享模型。所有组保持输入表示、监督、宽
度选择规则与训练计算预算一致；时间编码带来的新增参数必须计入。训练时分别采用固定深
度和预先指定的深度分布，禁止根据测试曲线回头改变分布。

测试需要一个二维网格：横轴是任务所需依赖深度，纵轴是给模型的循环次数。输入长度另
作分层，避免更长输入同时带来更多工作量和更难注意力检索。不能只沿“任务变难同时多给几
步”的对角线测量，因为那样无法区分容量不足与调度不足。保留超出训练步数的区域，并将输
入长度外推和循环次数外推分别报告。

若模型随循环增加只能改善训练范围内的任务，支持的是预算适配而非一般算法外推。若
带步号模型在训练上更好、超范围却突然失效，说明步骤定位可能成为外推瓶颈；但还要检查编
码数值范围与归一化是否失配。若无步号模型泛化更好但收敛更慢，则存在学习便利与规则复
用之间的权衡。不能仅凭最终准确率差异断言哪种“更像算法”。

进一步做跨步状态交换：把第 r 步的状态放进第 r +∆ 步调用，同时分别保留原步号或更
换步号。若输出主要随步号改变，模型依赖阶段调度；若主要随状态语义推进，模型可能学到较
自治的更新规则。这个干预仍可能离开训练状态流形，应优先使用自然轨迹上语义相近的配对
状态，并检查替换前后的状态范数与读出质量。

12.4 研究三：停机应预测可修复性，而不只是信心

HRM 与 TRM 把监督、递归和停止决策放在同一个训练系统里，但它们的梯度与调度设计
不同。[14, 21] 一个值得单独研究的问题是：停止器能否预测“再算一次是否有益”？这不同于预
测“当前答案是否正确”，因为当前错误可能不可修复，当前正确也可能被后续计算破坏。

先冻结一个已训练核心，固定最大预算 R，在停止器训练与验证划分上分别保存每一步答
案、正确性和成本，避免让停止器与核心同时变化。定义离线反事实收益

∆r(x) = 1[ŷr+1(x) = y]− 1[ŷr(x) = y]− λcr+1(x). (12.1)

其中 cr+1 是归一化的下一步实测成本，λ 由应用预算事先确定。该量使用正确答案，只能用于
训练标签、分析和离线 oracle；部署停止器不能看到它。对有随机采样的系统，还需估计条件期
望及方差，单条轨迹不代表真实期望收益。这里的 ∆r 只衡量下一步的局部收益，不能判定继续
多步是否值得：连续几步都答错后才修正的轨迹，会被纯贪心规则过早截断。因此还应预先选定
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图 12.2: 概念示意：独立扫描任务依赖深度和循环预算，并在跨步状态置换时保持或更换步号条件。网
格为空白实验设计；右侧 Label 为计算块附带的步号条件，不是生成输出。
来源与边界：概念性教学图；依据 [13, 23] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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若干展望长度，计算对应终点的正确性变化减去途中累计成本，并加入多步继续价值预测器；所
有展望范围与阈值都在训练或验证阶段冻结。

比较固定步数、当前置信度阈值、状态变化阈值和收益预测器。用独立的停止器训练划分拟
合收益预测器，在验证划分按同一预算选择各策略阈值，并在保留测试集上报告准确率、平均延
迟、尾部延迟和错误类型。再与“事后知道哪一步最好”的 oracle 比较，但明确它只描述可改善
空间。没有这个上界，停止器差可能是预测失败，也可能是核心轨迹本来就没有足够的可利用差
异。

如果收益预测器在同分布中有效、在难度迁移后失效，下一步应研究校准与状态分布迁移，
而不是先增加停机头容量。若所有可部署策略都接近固定步数，而 oracle 显著更好，说明轨迹
有潜力但现有观测不足。若 oracle 也没有收益，则应返回核心训练研究，不应继续优化无收益
的调度。这个分流使项目可以在无效方向上及时停止。

12.5 研究四：多模态循环是否真的重新利用证据

MCOUT的潜在位置更新提供了多模态入口，HRM/TRM则展示了结构化状态反复修正的
价值。[14, 18, 21] 它们启发一个更窄、也更容易检验的问题：在视觉证据已编码后，重复计算主
要改善跨模态检索，还是改善已提取符号之间的组合？

使用可控图形场景生成器，使答案依赖少量可定位的物体关系，并提供同一场景的无损符
号描述。设置仅初始注入视觉、每步读取固定视觉嵌入、按需重新编码局部图像三组；第三组的
额外视觉编码计算必须计费。分别改变感知难度和关系链深度，形成两个独立轴。三组保持语言
核心、监督和数据划分一致，分别报告匹配总推理预算与原生配置的结果。符号描述组用于定位
感知表示接口相关的错误，而非作为更容易的排行榜替代；应按任务难度分层，并排除符号组准
确率已达上限导致增益消失的天花板效应。

若固定视觉读取只在关系链变长时改善，支持组合计算解释；若重新编码主要修复细粒度
视觉变化，支持感知瓶颈解释。若所有收益在用无损符号替换视觉后消失，应优先研究感知接
口，而不是宣称新增了通用推理能力。用局部遮挡与特征替换验证相关区域的因果影响，并保留
语言问题不变的视觉最小对，检验模型是否只是强化语言先验。

12.6 执行顺序与可积累的失败

上述研究不应一次性全部堆进一个新架构。建议先完成第一项的小型诊断任务，建立逐步
轨迹、成本与干预的共同日志格式；再在第二项中固定监督方案，只改变共享和步号。只有核心
轨迹存在可修复错误时，才进入第三项学习停止；最后把已通过诊断的机制搬到多模态设置，并
允许迁移失败。这样的顺序让每次新增复杂度都对应一个明确证据缺口。

每个阶段都应预先写出主要指标、最低可辨认效应、样本生成规则、随机种子和预算上限，
用试验性方差估计决定正式样本量，而非事后挑出最好种子。负结果也要保存原始轨迹：是状态
未形成、形成但未使用、使用但无法外推，还是有效却成本过高？这些失败指向不同下一步，不
能统一标成“模型规模不够”。

最终值得积累的不是某个模型拥有多少“思维步”，而是一组带条件的可复核认识：在哪些
任务结构、监督信号、状态容量和预算下，重复内部计算能带来稳定收益；这种收益如何被干预
支持，又在哪些迁移中失效。当这些条件能够写清楚，隐状态推理与循环 Transformer 才从引人
联想的名称，变成可以持续改进的研究对象。
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图 12.3: 概念示意：先判断核心轨迹是否存在可修复错误，再测试调度器与分布迁移；没有收益时返回
相应机制研究。箭头表示研究顺序，非已获得的成功结果。

来源与边界：概念性教学图；依据 [14, 16, 18] 及本章证据整理，不构成新增实验结果。
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术语速查

显式思维链（CoT） 以可读词元生成的中间过程；可读性不自动保证忠实性。
连续思维位置 将连续向量作为序列中的后续输入位置；须说明反馈接口与可见缓存。
循环深度 对同一组位置反复应用共享核心；深度步与新增序列位置不同。
权重共享 多次计算使用同一组参数，不代表计算、激活或 KV 缓存免费。
前奏／核心／终曲 循环语言模型中输入编码、迭代更新、输出解码的三个功能部分。
停机策略 根据可获得信息决定实际停止步骤；与事后使用正确答案选择最佳步骤的 oracle 不
同。

截断反向传播 执行的前向路径可以长于保留梯度的路径；截断不删除已经执行的计算。
机制证据 观察、解码与干预回答不同问题；解码成功本身不证明模型使用该信息。
预算匹配 明确匹配的资源与测量边界，例如训练计算、推理 FLOPs、串行调用、内存和实际延
迟。
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术语索引

Adaptive computation, 41

CCoT, 17
Chain-of-Thought, 6
Coconut, 17
CODI, 11
Continuous feedback, 35
curriculum learning, 11

Halting, 41

knowledge distillation, 11
KV cache, 29

latent reasoning, 1

Overthinking, 41

pause tokens, 6
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Recurrent depth, 23
Recurrent pretraining, 29
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State interface, 35
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